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Введение 

I. Солитонные решетки и уравнение Уизема. Солитонными решетками 
зачастую называют периодические (и квазипериодические) по х и t решения 
нелинейных эволюционных уравнений в частных производных ср̂  = 
== К (ф, фя, . . ., ф(п)), где функция ф (х, t) имеет вид 

(1) ф (я, t) = Ф (kx + (ot + т°, и1, . . ., uN); 
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здесь Ф (т1? • в ., т т ж и1, . т ., и^) — функция, 2я-периодическая по каждой 
переменной т7-, зависящая от Л̂  параметров и1, . . ., uN, тп-векторы к и со 
выражены через параметры и1, . . ., uN. При каждом значении параметров 
v? = const формула (1) изображает так называемые «яг-фазные» точные 
решения исходной нелинейной эволюционной системы ср̂  = К (ф, фх, . . . 
. . ., ф(п>), где 

(2) xj = kjx + cojt + т§, гг9 = и?, / = 1, . . ., т , 

g = 1 лг. 
В теории солитонных систем, интегрируемых методом обратной задачи рас
сеяния, известны обширные семейства решений вида (1). Эти решения, от
крытые и изученные в работах 1974—75 гг. [48, 30, 23, 35, 84], называются 
«конечнозонными», «периодическими и квазипериодическими аналогами 
многосолитонных решений» ввиду их некоторых замечательных математи
ческих связей со спектральной теорией конечнозонных периодических ли
нейных операторов и того факта, что при специальных значениях параметров 
и4 они вырождаются в солитоны (т = 1) или в многосолитонные решения 
(т^> 1). Общие комплексные решения вида (1) называют в теории солитонов 
«алгебро-геометрическими» решениями, так как они выражаются через тета-
функции римановых поверхностей и могут быть построены методами алгеб
раической геометрии (см. обзоры [5, 24, 26, 38, 70], книгу [57]). Конечно, 
для т = 1 решения вида (1) находятся, как правило, элементарными мето
дами и были известны иногда еще с 19 в. (например, кноидальные периоди
ческие решения уравнения КдФ — Кортевега — де Фриза — были найдены 
в 1895 г., а для уравнения Sine — Gordon ф и — ц)хх = sin ф еще ранее, 
как только кто-то выписал впервые эти уравнения). 

Пусть X = гх, Т = &t, где 8 — малый параметр. 
О п р е д е л е н и е . Слабо деформированный солигпонной решеткой на

зывается функция вида (1) при любом t = const, где величины (к, со, и1, . 
. . ., uN) являются гладкими функциями переменной X, т. е. «медленно» 
меняются при изменении х. 

В работах [93, 94] 1965 г. Уизем высказал для т = 1 в. в определенной 
степени обосновал для некоторых эволюционных систем такое утверждение: 

пусть функция вида (1), где параметры являются гладкими функциями 
X, Г, является главным членом асимптотического по 8 решения эволюцион
ного уравнения ф^ = К (ф, ф^, . . ., ф ^ ) . Следует записывать фазу функ
ции (1) в виде величины S (X, Т)/& = т, где 

(3) kj = dSjldX4 со,- = dSj/dT, 

Ф - Ф (5/8, и\ . . ., и") , S = (Sx, . . ., Sm). 

(Таким образом, верны, по определению, уравнения kjT = (OJX-) Утвержда
ется, что параметры uq (X, Т) удовлетворяют квазилинейной системе пер
вого порядка (соотношения (3) — часть уравнений (4)): 

похожей на гидродинамику сжимаемой жидкости. Это уравнения типа 
Римана или «системы гидродинамического типа» в нашей терминологии. 
Мы назовем уравнения (4) уравнениями Уизема или уравнениями гидро
динамики слабо деформированных солитонных решеток. Иногда их назы
вают уравнениями медленной модуляции параметров. 

В дальнейшем эти вопросы исследовали Люк [89], В. П. Маслов [43], 
Абловиц и Бенни [63], Хейес [80], Уизем [58], А. В . Гуревич и Л. П. Пи-
таевский [14, 151. Обсуждались как достаточность уравнений (4) для по
строения асимптотических решений при т = 1, так и конкретный вид их 
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в некоторых важных специальных случаях, а также обобщение на много
фазный случай т > 1 (хотя тогда еще не были известны конечнозонные 
решения, и это обсуждение было недостаточно конкретным). Применения 
к физическим задачам в дисперсной гидродинамике были найдены в [14, 15]. 
Вывод уравнений (4) для невырожденных лагранжевых систем (все для 
т = 1) - в [93]. 

Теория многофазных систем всерьез начала развиваться после уже 
упомянутого создания в 1974—75 гг. теории конечнозонных (алгебро-гео-
метрических) решений интегрируемых солитонных систем, позволившей 
реально рассмотреть многофазные аналоги уравнений Уизема (4), где т^> 1 
(см. работы [191, [73]). Флашка, Маклафлин и др. в работах [73, 75, 76] 
вывели уравнения (4) из теории римановых поверхностей, с помощью ко
торых строятся конечнозонные решения, и получили ряд полезных обобще
ний результатов Уизема на случай т > 1 применительно к широко извест
ным интегрируемым солитонным системам (КдФ, SG), где 

КдФ: ср* = 6ффх — фххх, 
НШ+: щг = — цхх±\ Ф |2Ф, 

SG: ср„ — фхх = sin ф (или = sh ф). 

В частности, эти авторы показали, что для КдФ и SG уравнение Уизема 
(4) при любом т > 1 обладает так называемыми «инвариантами Римана». 
Для НШ позднее аналогичное вычисление было сделано в [51]. 

О п р е д е л е н и е . Инвариантами Римана дли систем гидродинами
ческого типа (4) называются такие координаты в ^-пространстве, что система 
(4) диагональна, т. е. матрица v\ (и) диагональна при всех и1, . . ., uN. 
Заметим, что при заменах и = и (w) матрица v\ преобразуется, как тензор. 

Согласно классическим результатам 19 в. при N — 2 инварианты Ри
мана существуют всегда, а при N !> 3 уже нет — их существование при 
N ;> 3 является указанием на существенное вырождение системы. 

Для невырожденной лагранжевой интегрируемой системы SG, где N = 
= 2 т , эти авторы получили также аналог результатов Уизема и Хейеса 
о существовании специальных переменных типа Клебша / j , Tj, где kj — %$х* 
и уравнения (4) приобретут явно гамильтонов вид 

(U) = (/CJL, . . . , / C m , J±, . . . , * / m ) , 

dkj __ д 6Н dJj __ д дН 
~~дТ~ ~ IDTIJJ ' ~~дТ ~ ~дТ~Ък7 

(или лагранжев вид в переменных (77-, т7)). Правда, этот вывод при та ^> 1 
основан на специальных свойствах интегрируемых систем и на теории рима
новых поверхностей, определяющих конечнозонные решения, в отличие от 
более общих выводов Хейеса и Уизема [80, 93] для тп = 1. Алгебро-геометри-
ческая теория важных для этих целей переменных действия Jj конечномер
ных гамильтоновых систем, определяющих конечнозонные решения (1), 
была создана в работах [9, 10, 27, 45, 74]. Особо любопытные явления, как 
указано в [27, 45], здесь возникают при выделении условий вещественности 
для уравнения SG. Отметим, что С. П. Новиковым и А. П. Веселовым по
строена теория алгебро-геометрических скобок Пуассона для конечномерных 
систем, интегрируемых методами теории римановых поверхностей, прояс
няющая общие гамильтоновы свойства знаменитых интегрируемых случаев 
в классической механике и геометрии — Якоби, Клебша, Ковалевской, 
Неймана и др. , с современными интегрируемыми системами, возникающими 
в теории солитонов при нахождении конечнозонных решений [27, 45]. Мы 
не будем в данном обзоре входить в детали этой теории. 

II. Общий обзор результатов авторов 1982—88 гг. Дадим теперь обзор 
результатов авторов и их коллег в Москве по общей теории гамильтоновых 
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систем гидродинамического типа и гидродинамике слабо деформированных 
солитонных решеток, полученных в 1982—88 гг. Как уже отмечалось, сис
темы гидродинамического типа имеют, по определению, вид (4). Этот вид 
.инвариантен при локальных заменах координат в и-пространстве, 

(5) и = и (w), 

v% (и) -* v% (и (и?)) —г —д- = v\ (w). 

Инварианты Римана (если они существуют) — это такие координаты и1, . . . 
.. . ., uN, что матрица vq

v диагональна: 
(6) v% (и) = ifl {u)bq

v. 
Функционалами гидродинамического типа I [и (х)] называются такие вели
чины, что их плотности не зависят от производных, 

(7) 1[и] = J / (u)dx. 

О п р е д е л е н и е . Скобками Пуассона гидродинамического типа (Г. Т.) 
называются такие локальные скобки Пуассона, которые имеют вид 

(8) {«« (х), и? (у)} = ^ (и (х)) б' (х-у) + Ъ? (и (х)) us
x6 (x - у). 

Здесь gqv и bq
s
p — гладкие функции в локальных координатах на и-простран

стве — конечномерном многообразии М. Формула (8) понимается пока фор
мально. Гамильтонианы Г.Т. с помощью скобок Г.Т. порождают уравнения 
Г.Т. вида (4). 

Точно это означает, что скобка Пуассона двух любых функционалов 
1г [и], 12 [и] имеет вид 

(9) {Iv h) = Jj dx[Ul-Aqp 6h 
duq (x) 6up (x) 

где 

(10) A = (AqP) = ( ^ (u) - jL + b? (u) us
x) , 

оператор dldx изображает полную производную по х. Гамильтоновы системы 
с гамильтонианом Н имеют вид 

duq
 Aqp 6Н 

(И) -ЧГ = А dt SuV(x) 

Однако удобнее пользоваться формулой (8). Граничные условия в этой за
писи не учитываются. Скобка Пуассона должна быть кососимметрична, 
билинейна, обладать свойствами Лейбница и Якоби: 

(12) {ии, w} = и {и, w} + v {u, w} (Лейбниц), 
(12') {{и, v), w) + {{w, и), и) + {{v, w), и} = 0 (Якоби). 

Вид скобки (8) инвариантен при локальных заменах (5). 
Т е о р е м а [28]. Пусть det gqp (и) ф 0 и Ъ? (и) = -gql (и) Г£ {и). 

Формула (8) определяет скобку Пуассона, обладающую всеми необходимыми 
свойствами, если и только если: а) величина gqv (и) преобразуется как тензор 
при локальных заменах и (w), а величины Tfs {и) — как компоненты связности 
(символы Кристоффеля); б) тензор gqp (и) симметричен и определяет псевдо-

риманову метрику в и-пространстве М. в) кривизна и кручение связности 
(Tfs (и)) равны нулю и она согласована с метрикой gqp (и). 

С л е д с т в и е . Существуют такие локальные координаты в и-про
странстве, что тензор gqp постоянен, gqp = gl? w Tfs = 0. Единственным 
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локальным инвариантом скобки Пуассона является сигнатура метрики gqp 

(см. работу авторов [28]). 
П р и м е р . Пусть N = 2т. Гамильтоновы уравнения (4) в переменных 

Клебша соответствуют метрике сигнатуры (яг, т), 

(13) g<"- = ̂ = ( J J), ь г ^ о . 
Другие примеры будут указаны в тексте статьи. 
Если гамильтониан является величиной гидродинамического типа, то 

соответствующая гамильтонова система Г. Т. имеет вид 
„я. 

= AqP „ 
6 и р (х) 

ди Aqp дН q / \ v 

где 
(14) v% (и) = g*lViS7ph (и), Я = J А (и) dx. 

В частности, учитывая нулевую кривизну и кручение, матрица vsp (и) = 
= gsqvl (и) симметрична. 

Пусть исходная эволюционная система y>t = К (ф, фх, . . ., ф(п)) яв
ляется гамильтоновой с локальным гамильтонианом и по отношению к ка
кой-либо локальной трансляционно инвариантной скобке Пуассона 
{ф (х), Ф 0/)}о- Только в этом случае авторы умеют обосновывать утверж
дение Уизема (выше) и строить уравнения гидродинамики солитонных ре
шеток (см. § 6). В этом случае авторы сформулировали и доказали в 1983 г. 
[28] «принцип сохранения гамильтоновости» при усреднении — переходе от 
исходной системы к системе (4). Мы требуем существования N независимых 
интегралов Iq с локальными плотностями, находящихся в инволюции по 
отношению к исходной скобке: 

(15) Iq = ] Pq (ф, фх, . . .) dxr {Iq, Ip}Q = О, 

таких, что параметры uq в решениях (1) можно выбрать как значения ин
тегралов на этих решениях (черта сверху означает усреднение по торам) 

(16) Iq = u
q = Pq. 

Принцип сохранения гамильтоновости гласит, что система (4) корректно 
определена для параметров (16) и гамильтонова по отношению к новой скоб
ке Пуассона Г.Т., где явно по исходной скобке {•, - } 0 и интегралам 1р 
вычисляется матрица yqp (и) такая, что 

(17) gqp (и) = yqp + yr>q
r bq

s
p = dyqp/dus, 

{uq (x)r v? (у)} = {yqp (и (у)) + yvq (u (x))} 6' (x - y). 

О п р е д е л е н и е [28]. Скобка Пуассона гидродинамического типа, 
заданная в виде (17), называется лиувиллевой, а соответствующие коорди
наты (uq) — лиувиллевыми (поскольку они происходят из усредненных плот
ностей локальных полевых интегралов исходной системы, находящихся 
в инволюции). 

Лиувиллевы скобки Г.Т. исследовались в [3, 60]. В частности, все скоб
ки, линейные по полям и приводящие к бесконечномерным алгебрам Ли — 
аналогам алгебры Вирасоро,— являются лиувиллевыми [60]. Недавно ав
торы заметили, что из нашего вывода вытекает более сильное свойство ско
бок Г. Т., получающихся при методе усреднения для уравнений гидродина
мики солитонных решеток, упущенное в предшествующих работах. При
веденные ниже свойства (особенно для интегрируемых систем) согласно нашей 
гипотезе должны стать базой простой классификации возникающих скобок 
Пуассона. 

2 УМН, т. 44, вып. 6 
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О п р е д е л е н и е . Лиувиллева скобка Г. Т. в координатах (uq) на
зывается сильно лиувиллевой, если она сохраняет это свойство при следую
щих операциях: 

а) аффинных заменах и1 = А)й3 + аг (это верно всегда); 
б) ограничении тензора уг' на любое подпространство {гг?\ . . ., й7}:}г 

натянутое линейно на часть координат после любой аффинной замены. 
Пункт б) — это очень сильное ограничение для N ^ 3. 
Т е о р е м а . Скобка Пуассона, получающаяся в силу принципа сохра

нения гамилътоновости в координатах (uq) для системы (4), является сильна 
лиувиллевой в этих координатах. 

Интересно, что скобка Пуассона гидродинамики сжимаемой жидкости 
в координатах (р, р, s) также является сильно лиувиллевой (см. § 2). 

При усреднении интегрируемых систем (КдФ, SG, НШ) ситуация та
кова: имеется бесконечное число величин (^о) — усредненных плотностей 
локальных базисных инволютивных интегралов. Если система (4) Ж-компо-
нентна, то любые N независимых величин вида 

uj = с{щ, 7 = 1 , . . . . , Nr щ = hk (и1, . . ., uN) 

дают систему координат, в которых скобка сильно лиувиллева, а и* = 
— hk (w1, . . ., uN) — плотности инволютивных интегралов Г. Т. Плотнос
ти гамильтониана (и вообще локальных интегралов) усредненной системы 
Г. Т. получаются всегда тривиальной операцией усреднения плотностей 
исходных интегралов. Лишь скобка Пуассона появляется нетривиальным 
образом при усреднении (см. [28, 47] и § 6 ниже). Эти результаты новы даже 
для простейшего уравнения КдФ и т = 1, т. е. для классического случая 
Уизема. Здесь N = 3, сигнатура метрики (2, 1). Итак, уравнения (4) гидро
динамики солитонных решеток обладают двумя свойствами: а) они гамиль-
тоновы (результат авторов 1983 г.); б) они обладают инвариантами Римана 
(Уизем, 1974, для т = 1, Флашка, Маклафлин, 1979, для т^> 1). С. П. Но
виков высказал в 1983 г. гипотезу о том, что гамильтоновы системы Г. Т. , 
обладающие инвариантами Римана, являются интегрируемыми. Вскоре эта 
гипотеза была доказана С П . Царевым в кандидатской диссертации (см. 
[61, 62] и обзор [47]), который построил дифференциально-геометрическую 
теорию диагональных гамильтоновых систем гидродинамического типа и не
которых из естественных «полугамильтоновых» обобщений. Эти результаты 
изложены в § 4. Приведем здесь основной результат кандидатской диссер
тации Царева [62]. 

1. Пусть vCp = vq&l и I = \^ j {u)dx — интеграл Г.Т. гамильтоновой 
системы Г.Т. с гамильтонианом Н = \h (u)dx. Тогда метрика gqi> диагональ-
на, gqp = gq$l, хотя и не постоянна, и гамильтонова система Г.Т., порож
денная интегралом / , также диагональна с матрицей w% = wqb%\=--gql^'/Vp/ (u)~ 
Составим уравнения (18) для функций и1' (х, t): 

(18) wq {и) = vq (u)t + х. 

Т е о р е м а . 1) Решение uq (х, t) уравнений (18) удовлетворяет исход
ной системе (4) 

(4') и\ - ifl(u)uq
x, q= 1, . . . , # . 

(суммирования нет). 
2) Для любого ростка гладких функций {uq (х, 0)} найдется плотность 

7 (и) (локально) такая, что по рецепту (18) плотность j (и) порождает ре
шение и (х, t) системы (4'). Нахождение плотностей j (и) сводится к системе 
типа Пфаффа. 
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3) На множестве монотонных функций uq (x) гамилътонова система 
(4') интегрируема в смысле Лиувилля. 

Эти теоремы, в определенном смысле, завершают локальную дифферен
циальную геометрию одномерных систем гидродинамического типа, гамиль-
тоновых и диагональных одновременно. Эффективное исследование некото
рых конкретных систем проведено М. В. Павловым [49, 50]. Дифференциаль
ная геометрия более общих одномерных и многомерных скобок Пуассона — 
это интересное поле для дальнейших исследований, часть которых можно 
найти в тексте этой статьи (см. § 2, 3). Теория разностных аналогов скобок 
гидродинамического типа была построена Б . А. Дубровиным в [22] 
— см. § 3. 

Однако общие дифференциально-геометрические теоремы Царева об 
интегрируемости мало что дают для исследования конкретных систем Г. Т., 
порождающих гидродинамику солитонных решеток, например КдФ. Факти
чески, мы можем эффективно построить лишь весьма специальные интегра
лы Г. Т., порожденные усреднением вдоль конечнозонных торов известных 
интегралов Крускала 1п и их линейных комбинаций 

S С п ^ п = 5 7 ( ф г ф х т - ' ').dx' 

Усредненные плотности /' (и) порождают по схеме Царева (выше) какие-то 
решения системы (4). Они называются, согласно С. П. Новикову, «усреднен-
но конечиозонными» — см. [47]. Какие это решения для специальных интег
ралов Крускала / п ? Ответ на этот вопрос найден И. М. Кричевером [39]: 
интегралы /„ порождают специальные автомодельные решения систем Уизе-
ма (4) в случае КдФ. Для важнейшего случая т = 1 система Уизема (4) для 
КдФ в инвариантах Римана иг = rt (х, t) имеет вид (см. § 7) 

drjdt = vt (г1? г2, г3) дгг1дх, 

исходное КдФ записано в виде ф̂  + ффх + Ч>Ххх = 0, его решение имеет 
вид 

(19) ф (xr t) - 2as-* dn2 [ ( - J - ) 1 / 2 (x - vt), s\ + 6, 

где 

(19'-) а = г г - rlx s2 = - ^ f - , 8 = ra + r, - r3. 
' 3 ' 1 

При этом r3 > r2 > ^i, ^з > 2̂ > vi- Если r3 = r2 ^> г1? то формула (19) 
вырождается в солитон; если г3 > г2 = гх, то (19) изображает константу. 
Автомодельные решения (19) таковы для всех у: 

rt (s, t) = tmt (xt-t-v). 

Автомодельные решения с у — 0 и у = 1/2 возникли впервые в работах 
Гуревича — Питаевского [14, 15] при описании асимптотики при t ->- оо 
в двух задачах: 

1. Распад ступеньки (у = 0); здесь г3 — 1, гг = 0. 
2. Дисперсный аналог ударной волны (у =1 /2) . (См. книгу [57], с. 261; 

строгое обоснование для у = 0 в рамках теории КдФ с малой дисперсией 
обсуждалось позднее в работах [67]. Обсуждение этих результатов см. в § 8 
данного обзора.) Если решение Гуревича — Питаевского (ГП) для у = 0 на
ходится тривиально, то для 7 = 1/2 это нетривиальное весьма специальное 
автомодельное решение, существование которого они установили численно. 
Его график имеет вид для функций Rt (z) (они обозначались через lt (z) в кни
ге [57]), указанный на рис. 1. Вне A = [z_, z+] функции гг (х, t) = и (xt~3/i > z+) 
и г3 (х, t) = и (xt~3/2 < z_) представляют кубическое решение уравне
ния щ + иих = 0 вида х = ut — us. Внутри А тройка (гх, г2, г3) является 

2* 
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ъ 
z_ 

Z 
+ 

-п*~ 
% -1,41 
~~0,117 
1/2 

однофазным автомодельным решением уравнений Уизёма с у = 1/2. Обрат
ная функция z (R) однозначна и ^-гладка. В точке z_ имеется гладкость С2, 
а в точке z+ — гладкость не выше С2 8 для е > 0. По построению, в работе 
[14] возникала возможная особенность еще в точке z* ЕЕ А, где r2 (z) = 0, 
Численно получалось [14], что z_ ~ —1,41, z+ ж 0,117, £* ж —1,11. Уточ
нения численных расчетов позволили предположить, что z_ = — ]/*2 (см. [1]х 

где и была высказана гипо
теза, что автомодельное ре
шение ГП с у = 1/2 может 
быть найдено точно). Общая 
постановка и численное ис
следование эволюции много
значных функций с графика
ми типа рис. 1 и специаль
ными асимптотиками в син
гулярных точках, где А = 
= A (t), были даны для 
КдФ, т = 1, в работе [1]у 
а в работе [2] — при допол
нительном введении малой 
вязкости — см. § 8, 9. 

При нулевой вязкости 
численный вывод из работы 
[1] таков, что эволюция мно
гозначных функций со спе
циальными асимптотиками 
около сингулярных краев 
[г2 = г3] и [г-, = гЛ локально Рис. 1 
корректно определена. Для 

начальных условий, ^-близких к решению ГП с у = 1/2, эта эволюция опре
делена бесконечное время и асимптотически стремится к решению ГП при 
t-^oo. Однако возможно возникновение сингулярностей при конечных t, 
если начальное условие недостаточно Сх-близко к решению ГП. В этом слу
чае следует переходить к уравнению Уизема с / п > 1 , повышая степень мно
гозначности. Этот процесс не изучен. 

Для ненулевой вязкости численный вывод [2] состоит в том, что если 
для данного начального профиля эволюция определена при t —>• оо, то реше
ние асимптотически стремится к стационарному, найденному в [2, 16]. Ко
нечно, строгие доказательства всех этих численных выводов пока отсутству
ют. Согласно идеологии авторов работ [1, 2], вся эволюция, включая повы
шение степени многозначности, должна быть описана в рамках теории систем 
1-го порядка, т. е. гидродинамического типа, в отличие от цикла Лакса работ 
и др. [83, 85—87, 91, 92], где предполагается заранее заданным решение для 
всех £>>0 исходного КдФ с малой дисперсией, а уравнения типа (4) высту
пают лишь как предельное описание этого решения, и эволюция в рамках 
теории систем Г. Т. вообще не исследуется. 

Недавно И. М. Кричевер нашел алгебро-геомегрический метод построе
ния точных решений систем Уизема для интегрируемых систем, а Г. Поте-
мин реализовал алгоритм Кричевера для нахождения автомодельного реше
ния ГП с у = 1/2 (см. [39, 53]). Оказалось, что это решение аналитично вне 
точек z_, z+, и при этом имеет место точное равенство 

z_ = - / 2 , / 1 0 / 2 7 . 
В работе Кричевера [39] содержится также ряд результатов о построении 
систем Уизема для пространственно-двумерного КдФ (т. е. КП), где нет ло
кальных интегралов. Эти результаты обсуждаются в § 7. 
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Г Л А В А I 
ГАМИЛЬТОНОВА ТЕОРИЯ СИСТЕМ ГИДРОДИНАМИЧЕСКОГО ТИПА 

§ 1. Общие свойства скобок Пуассона 
Напомним сначала определение обычной (конечномерной) скобки Пуас

сона (более детальные сведения можно найти в [25, 46, 71]). Пусть М — iV-
мерное многообразие, которое будет называться фазовым пространством. 
Скобкой Пуассона называется операция на пространстве гладких функций 
на ilf,t->/, g{f1 g}, обладающая такими свойствами (вместе с обычным умноже
нием функций): 

1) билинейность 
{Xf + pg, h} = л. {/, g) + u, {g, /г}, 

{/, A£ + \xh} = X {/, g} + \i {/, h}, X, \x = const; 

2) кососимметричность 
{g,f} = - (A gh 

3) тождество Якоби 
{{/, *>, h) + {{h, / } , g} + {{g, h}, /} = 0; 

4) тождество Лейбница 

Ш, h} = f{g,h} + g {/, h). 
Отсюда, в частности, следует, что скобка Пуассона {/, g) как функция каж
дого аргумента /, g задается линейным дифференциальным оператором пер
вого порядка. 

В (локальных) координатах г/1, . . ., yN на М скобка Пуассона определя
ется кососимметрическим тензором типа (2, 0) 

(1) К] (у) = {у*, у5}, i,j = i,...,N. 
h^ (у) — это тензор, как следует из тождества Лейбница, из которого так
же вытекает, что для любых гладких функций f (у), g (у) скобка Пуассона вы
числяется по формуле 

(2) { А й = Л«(у)^.?0) 
(суммирование по дважды повторяющимся индексам здесь и далее подразу
мевается). Тождество Якоби накладывает на тензор h%i (у) следующие огра
ничения: 

(3) {{у\ У% У*} + {{У\ У1), У>) + «*Л »*>,. У1} = ^-г hsli + 
ду 

+ °!LL № + ^rhsi = 0, U /, А = 1, • • ., N. 
ду ду 

(Левые части этой системы соотношений образуют тензор третьего ранга, на
зываемый скобкой Схоутена [/г, h] — см. [12].) 

В невырожденном случае, det (/гг )̂ Ф 0, условия (3) равносильны то
му, что обратная матрица (htj) = (h13)'1 задает на М симплектическую струк
туру, т. е. 2-форма Q = htjdy% Д длр невырожденна и замкнута, dQ = 0. 
Многообразие с невырожденной скобкой называется симплектическим. 

Скобка Пуассона позволяет определить гамильтоновы системы на М% 
которые имеют вид 

(4) -ъгУ* = {у\Н(у)и i = i,..-,N, 
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где Н (у) называется гамильтонианом системы (4). Интегралы F == F (у) 
системы (4) определяются условием 

{F, Н) = 0. 

Если F (у) — интеграл системы (4), то гамильтонова система 

-^- = {y\F(y)}r i = l,...rN, 

коммутирует с системой (4), -±--^у{ =-^-^-у\ 
П р и м е р 1. Постоянные скобки, где h4 — любая постоянная косо-

симметрическая матрица, возникли из лагранжевых систем. Тождество Яко-
би очевидно выполнено. В невырожденном случае, det (h^) Ф 0, N = 2пг 
удобно выбрать канонические координаты (г/1, . . ., yN) = (х1, . . ., хп, 
Pv • • •> Рп) т а к> ч т ° 

(5) {х\ pj} = б-, {х\ xj} - {ри pj} = 0, U 1 = 1, . . ., п. 

Уравнения Эйлера — Лагранжа 

(6) б \ L (t, х, х, х, . . ., х^) dt = 0 

одномерных вариационных задач записываются в виде (4) с постоянными 
скобками (5), если положить 

.. + (_l)»-if дЬ ^1) 

(<) 

X1 = Ху 

х п = *<" 

dL 

dL 
Р-^-Ж-

~г\ Рп = 

-(£)' 
/ дЬ 
[ дх^ 

дЬ 

дх™ 
_)- (__ 1)п-2 д \(п-2) 

дх™ 

(предполагается, что лагранжиан таков, что из уравнений (7) величины х1, 
х2, . . ., £(2'г-1) выражаются через х1, ръ . . ., хп, ра) (см. [31]). Гамильто
ниан имеет вид 

(7') Н(х,р) = ЪргхЫ —L. 

К постоянному виду, согласно классической лемме Дарбу, локально 
приводятся гладкими заменами координат невырожденные скобки Пуассо
на. В вырожденном случае, где det (W) = 0 и ранг h^ постоянен, существу
ет (по крайней мере, локально) полный набор функций / (у) таких, что {/, 
g} = 0 для любой функции g (у). Такие функции образуют аннулятор скобки 
Пуассона. На их общей поверхности уровня скобка Пуассона уже невырож-
Денна. Глобально здесь возникает слоение. 

Скобки вида (5) глобально возникают на кокасательных расслоениях 
к многообразиям, М = Г* (Q), где pt — импульсы и хг — координаты на Q. 

Скобка Пуассона в «магнитном поле» определяется замкнутой 2-формой 
Q на Q, так что 

(8) {х\ pj} = 6j, {х\ х) = 0, {ри р}) = Qu (х). 

Пусть Q = dA (вектор-потенциал). Локально можно ввести канонические 
координаты 

(9) Pi = Pi—Ai (я), $* = х\ 

Глобальным препятствием служит класс когомологий формы Q. 
Системы, гамильтоновы по отношению к скобке (8) в магнитном поле,, 

обратным преобразованием Лежандра часто сводятся к лагранжевым систе-
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мам на многообразии Q с многозначным функционалом действия ([46]): 

(10) 5 И = § L(x,x)dt,+ ] Aidx\ 
X{t) X(t) 

Хотя формула (10) глобально корректно не определена, так как Q = dA 
не точная форма, тем не менее величина 8S является корректно определенной 
замкнутой Z-формой на пространствах кривых (х (£)). К ситуации (10) отно
сятся монополь Дирака и некоторые системы классической механики (вол* 
чок и др.) после исключения «циклических переменных». Важны также тео
ретико-полевые аналоги лагранжианов типа (10). Литературу можно найти 
в [46]. 

П р и м е р 2. Линейные скобки 

(И) feij (у) = 4 У , cj? = const. 
В этом случае линейные функции на М образуют алгебру Ли относительно 
операции {•, • } . Следовательно, L = М* (сопряженное пространство) —> 
алгебра Ли со структурными константами с^. Скобка (11) на пространстве, 
сопряженном к алгебре Ли, называется скобкой Ли — Пуассона. Эта скоб
ка, вообще говоря, вырожденна. Она делается невырожденной на орбитах 
коприсоединенного представления Ad* соответствующей группы Ли. 

В линейном неоднородном случае, 

(12) hij (у) = c{h/ + CQ, cj/ = const, с0
3 = const, 

величины CQ = —CQ образуют (двумерный) коцикл на алгебре Ли L со струк
турными константами c^rj. Это означает, что 

(13) с№ + с?с$ + с*с« = 0. 

Функции вида / (у) = алуг + Ъ относительно скобки Пуассона (12) образуют 
тогда одномерное центральное расширение алгебры Ли L при помощи ко
цикла CQ . Коцикл CQ когомологичен нулю, если он имеет вид 

el0 = clhfo 

для некоторого набора у\, . . ., у^. Для таких коциклов скобка (12) приво
дится к линейной однородной сдвигом у -> у + у0. 

П р и м е р 3. Линеаризованное уравнение Янга — Бакстера и квад
ратичные скобки Пуассона. Пусть г = (rj$) — так называемая классиче« 
екая г-матрица, удовлетворяющая линеаризованному уравнению Янга —~. 
Бакстера [20, 56] 

(Щ [г12, г13] + [г12, г23] + [г13, г23] = 0 

вместе с условием унитарности 
(15) гй = - /-Й. 

Здесь матрицы r12s г13, г23 имеют вид 

(г12)ш\ = п&Ч и т- д-
С такой г-матрицей связаны квадратичные скобки Пуассона на пространстве 
матриц с координатами t)i 

(16) {tltb = r%titb
l~ti

aM, 
возникающие как квазиклассический предел коммутационных соотношений 
в квантовых группах [21]. Скобки (16) часто записывают в следующем сим
волическом виде: 

(17) { Г ® , Т} = [г, 7 ® Л , 
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где Т = (t)). Определены также квадратичные скобки Пуассона 

(18) {Г®,Т}д = гГ®7\ {T®,T}L=T(g)Tr. 

Косая симметрия вместе с тождеством Якоби для любой из скобок (18) рав
носильна линеаризованному уравнению Янга — Бакстера и условию уни
тарности для матрицы г. Любая линейная комбинация скобок (18) также за
дает квадратичную скобку Пуассона. Алгебраическая природа скобок (18) 
была выяснена В. Г. Дринфельдом [20]: скобки (18) — это, соответственно, 
право- и левоинвариантные скобки Пуассона на полной линейной группе 
матриц (tfj), а скобка (17) задает на полной линейной группе структуру груп
пы Пуассона — Ли (см. [20], а также § 3 настоящего обзора). Если г-матрица 
содержится в $ (х) 3, где g — алгебра Ли некоторой группы Ли G, то форму
лы (17), (18) задают скобки Пуассона на группе Ли G.) 

Перейдем теперь к бесконечномерным примерам фазовых пространств 
и теоретико-полевым скобкам Пуассона. Фазовое пространство теперь со
стоит из гладких вектор-функций и = (и1 (х), . . ., uN (х)), х = (х1, . . ., xd) 
— один из индексов в формулах. По определению, интеграл 

\ (. . .)'ddx от полной производной (дивергенции) равен нулю в формальной 
теории теоретико-полевых скобок Пуассона. Можно считать, например, что 
х пробегает замкнутое многообразие или функции финитны. 

Скобка Пуассона определяется для некоторого класса функционалов от 
полей иг (х). Удобно задать ее на «точечных» функционалах, сосредоточенных 
на одном из локальных полей и, и, w, . . . в одной точке и их производных, 
когда они имеют смысл. Класс локальных полей определяется так. Пусть 
v (х) = f (и) — любая функция на М. Тогда/ (и (#)), dj (и (х)), d2

xf (и (ж)), . . . 
. . ., d\f {и (х)) и любая рациональная и даже аналитическая функция от ко
нечного числа этих символов —• это локальные поля. Тождества Лейбница 
и билинейности в непрерывной записи, где сумма заменена на интеграл, 
имеют вид 

(19) {uj (х), и> (у)} = К (х, у), i, j = 1, . . ., N, 

'20) {и (х) v (у), w (z)} = и (х) {v (у), w(z)} + v (у) {и (х), w (z)}, 

(21) {$ v (x) ddx, w (у)} = J {v (x), w (y)} ddx, 

где у «тензора» К3 (х, у) кроме обычных индексов i, / имеются непрерывные 
индексы х, у. На общие функционалы / [и], J [и], . . . скобка (19) продол
жается по формуле 

(22) {/,/} = \ -%— -М h" (х, у) d*x d*y, 
J ой- (х) ouJ (у) (х) Ы (у) 

аналогичной (2). Здесь вариационные производные « i( •: определяются ра

венством 
б/ (23) / [и -4- 6и] - / [и] = V —f— 6w* (x) ddx + о (8и). 

J диг (х) 

Вывод формулы (23) для локальных полевых функционалов вида 
(24) 1[и] = ^Р (хх и {x)r ad) (я), . . ., и<*> (х)) ddx, 

где через и^ (х), . . ., и^ (х) обозначены наборы частных производных 
вектор-функции и (х) порядков 1, . . ., /с, а Р —полином (или аналитиче
ская функция) от переменных и, и^г\ . . . , и^\ называемый плотностью 
функционала I [и], см. [31]. Напомним, что вариационная производная ло-
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кальных функционалов записывается в виде оператора Эйлера — Лагранжа, 
(25} 6 /

 = _̂ Р_ д_ дР д* дР 
Ьиг(х) д"> дха ди{

а дхадх$ ди^ 
где 

иа = дх° Ua*-^MJ-' 
Естественно выделяется класс локальных теоретико-полевых скобок,; 

имеющих вид 
(26) {и' И , и* (у)} = S ВЦ (*, и (а), Ф) (х),. . ., a<V (х)) 3*6 (х - у), 

где k = (fci, . . .., kd) — мультииндекс, дк
х = (-^г)*' • • • ( — ^ T d , I & I = 

= & ! + . . . + &d, X — некоторое число (порядок скобки). В этой фор
муле б (х — у) — дельта-функция — и ее производные — это формальные 
символы, определенные равенствами 

(27) lf(v)№4x-y)ddy = d*f(x)l fc>0. 

Скобка называется трансляционно инвариантной, если все В]? не зависят 
от х явно. Если В* не зависят от и, и^\ . . ., и^\ то это •— постоянная скоб
ка на пространстве полей. 

Введем оператор 

(28) Л*' = S ** ' (*)& * , / = 1 Л̂ . 

(Будем коротко обозначать JBJ? (ж, и (х), и№ (х), . . .) через 2$ (ж).) Тогда 
формула (22) для скобки Пуассона гладких функционалов I [и], J [и] при^ 
обретет вид 

(29) {/, /} = { -¥— Aij -Ц— ddx. 
V J X ' J 6иг(*0 &"(*) 

Условие косой симметрии имеет вид 
(30) (Aij)* = -Aji

r i , / = l , . . . , i V , 
где 

(31) (4 i j )*= S (-дх)*В& 

Тождество Якоби записывается в виде 
(32) {{и* (х), и* (у)}, и* (z)} + {{и* (z), и1 (*)}, v? (у)} +[{{и* (у), и* (z)}, ц* (ж)}з 

р ^ (х) 

du'{q) 
dv

x6 (х - у) д% (Bs
r
k (х) дг

хб (x-z)) + ... = о, г, /,& = !, . . . , w , 

Многоточием в правой части обозначены слагаемые, полученные цикличе
ской перестановкой i -> / ->- к, ж ->- г/ ->- z. Равенство (32) понимается как 
равенство нулю обобщенных функций от ж, i/, z. Поскольку обобщенная функ
ция, стоящая в правой части равенства (32), имеет конечный порядок и но
ситель на диагонали х = у = z, равенство (32) равносильно конечной систе
ме квадратичных соотношений на коэффициенты В* и их производные по х 
и по usiq). Явный вид этой системы мы здесь приводить не будем (см. ниже 
для скобок гидродинамического типа, а также [11, 12, 65]). Отметим, что 
достаточный набор соотношений получается, если проверять тождество Яко-
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би только на линейных функционалах вида 

I [и] = ^ at (х) иг (х) ddx 

При произвольных функциях ах (х), . . ., а^ (х). 
Гамильтоновы системы, отвечающие скобкам Пуассона (26), по опреде

лению имеют вид 

(33) и\ (х) = {и{ (*), Н} = Ai} -М— , i = l,...,N, 
QUJ (x) 

где Н = Н[и] — гамильтониан, оператор Аг} имеет вид (30). Если гамиль
тониан является локальным полевым функционалом вида (24), то гамильто-
нова система (33) представляет собой эволюционную систему уравнений 
в частных производных. 

П р и м е р 4. Уравнения Эйлера — Лагранжа многомерных вариа
ционных задач 

(34) 6§dtddx L (и, ии их)= 0 
записываются в гамильтоновом виде (33) на пространстве полей у1 (х) = 
= иг (ж), уп+* (х) = pt (х), i = l , . . . , п, где 

(35) Pi-~T^ Н~-=\а*х{Р1и1-Ь), 
dut J 

(35') {и1(х),Р;(у)) = Ь(х-у)Ь), или {у*(х)гу>{у)} = ( _ J \)b(x-y). 

Ц р и м е р 5. Если М — iV-мерное фазовое пространство со скобкой 
{и\ uj} == hl (и), то для любого d-мерного многообразия X на пространстве 
полей иг (х) ЕЕ М, х ЕЕ X, возникает улътралокалъная скобка Пуассона 

(36) {и1 (х), и> (у)} = hij (и (х)) б (х - у). 
Для корректности скобки (36) при заменах координат в X поля иг (х) долж
ны преобразовываться как й-формы. Выбор канонических координат (5) на 
М (если он возможен) приводит скобку (36) к лагранжеву виду (35'). 

П р и м е р 6. Приведем еще один пример (Гарднера — Захарова — 
Фаддеева) постоянных скобок Пуассона. Пусть N = d = 1 (одна простран
ственная и одна полевая переменная). Положим 

(37) {и (*), и (у)} = б' (х - у). 
Косая симметрия и тождество Якоби очевидны. Гамильтоновы системы име
ют вид 

(38) М ж ) = { м ( х ) , Я } = ^ ( _ ^ _ ) . 

В частности, для 

(39) # = J ( - ^ + и^ dx 

получаем уравнение Кортевега — де Фриза (КдФ) 
6 1 It Г 

ии — и . 
Отметим, что скобка (37) вырождена. Ее аннулятор имеет вид 

(40) / 0 Ы = \и (х) dx. 

Более общая скобка такого вида задается формулой 
(41) К (х), и> (у)} = $Ь' (x - у), 
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где gl3 — постоянная невырожденная симметричная матрица. Если 

то координаты иг, i = 1, . . ., п, п + 1, . . . , 2п (N — 2 га) делятся на две 
части. Пусть иг = g\ un+i = dpjdx, i = 1, . . ., п. Тогда мы имеем 

(43) {д*(*).М0)> = б>-0 )й 
Поэтому переменные вида (43) называются переменными шипа Клебша, Если 
ранг g^ нечетен или сигнатура матрицы g\d не имеет вида (га, га), то перемен
ных Клебша не существует. Переменные типа Клебша возникли в 19 в. для 
приведения уравнений к лагранжевой форме. 

П р и м е р 7. Простейший пример линейных теоретико-полевых ско
бок Пуассона связан с алгеброй токов. Пусть поля и1 (#), . . ., uN (х) явля
ются d-формами по х Е= X, где d = dim X, и принимают значения в про
странстве L*, двойственном к алгебре Ли L со структурными константами 
(с]?). Тем самым фазовое пространство формально двойственно к бесконечно
мерной алгебре Ли Lx группы токов Gx, где G — группа Ли с алгеброй Ли 
L, X — пространство переменных я1, . . ., xd (через Gx обозначена группа 
гладких отображений X -> G). Скобка Пуассона имеет вид 

Г - (44) {и1 (х), и> (у)} = <#и* (х)8 (х-у). 

Предположим, что на алгебре Ли L имеется инвариантное скалярное произ
ведение glJ' = gJl, т. е. 

(45) cJV f c=-4V 5 , i,/,* = l,...,W. 
Тогда в пространственно-одномерном случае (d = 1) имеется одномерное 
центральное расширение алгебры Ли токов, отвечающее следующей линей-* 
ной неоднородной скобке Пуассона: 

(46) {и1 (х), и* (y)}g - gijV (x-y) + c'fcV (х) 6 (х ~ у). 

Это расширение алгебры токов играет важную роль в конформных теориях 
поля. Соответствующая линейным скобкам (46) алгебра Ли называется ал^ 
геброй Каца — Муди [81]. 

П р и м е р 8. Алгебре Ли L (d) векторных полей в а7-мерном простран* 
стве отвечает линейная скобка Пуассона вида 

(47) {Pi (ж), Pj (у)} = Pj (x) dtb (x — y) + pi (у) dfi (x — у), 
S, 7 = 1, . . ., d, 

где Pi (x) —плотности ковекторов (типа 1-формы, умноженной на элемент 
объема). Действительно, если а, Ъ ЕЕ L (d) — два линейных функционалу от 
полей pi (#), определяемые векторными нолями а1 (х), Ъг (х), 

а = а [р] = ^ ai {x) pt (x) ddx, Ъ = Ъ [р] = ) Ъ1 (х) р% (x) ddx% 

то их скобка Пуассона (47) снова является линейным функционалом, 

{а, Ъ) = с = j сг (х) pt (x) ddx, 

где векторное поле (с1) есть коммутатор векторных полей а и Ь, 

сг* - аЧЬ* — ЬЧ^. 
В одномерном случае, где 
(48) {р (х), р (у)} = \р (х) + р (у)) 8' (х - т/), 
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эта скобка приводится к постоянной скобке (37) заменой р = и2/2. Хорошо 
известное одномерное центральное расширение алгебры Ли L (1), определяе
мое коциклом Гельфанда —Фукса [81] (алгебра Вирасоро для случая х ЕЕ 
ЕЕ S1), отвечает такой линейной неоднородной скобке: 

(49) {р (х), р (у)}, = сЬт (х-у) + [р (х) + р (у)] б' (х - у), 

где с — константа. В теории интегрируемых систем эта скобка называется 
скобкой Ленарда — Магри [90]. Уравнение КдФ pt = Qpp' — ргп оказывает
ся гамильтоновым и по отношению к скобке (49). Гамильтониан при с = 1/2 
имеет вид 

(50) H1 = ^dx р2/2. 

Пусть L0 (d)CZL (d)—подалгебра Ли бездивергентных векторных полей 
а = (а1), дьаг = 0. Сопряженное пространство L0 (d)* реализуется как фак
тор по градиентам pt = dtq), 

L0 (d)* = L (d)*/(di4>). 

Гамильтоновы системы на L0 (d)* удобно записывать на L (d)* в виде 
(51) pit (x) = {pi (x), H) + д,ф, i = 1, . . ., d. 

При Н = ^ ddxl>p*/2p уравнения (51) совпадают с уравнениями Эйлера 
идеальной несжимаемой жидкости [46]. 

Алгебра Ли L (d) векторных полей в d-мерном пространстве имеет ес
тественные расширения, необходимые для описания различных видов сжи
маемых жидкостей с «вмороженными» тензорными полями. Удобно описать 
это расширение на языке полей. Добавим кроме полей pt (x), двойственных 
к векторным полям, еще некоторое количество полей 7\s) (#), являющихся 
тензорами веса /s на ^-пространстве. Для обычной сжимаемой жидкости не
обходимо добавить р (х) — плотность массы (d-форму) и s (х) — плотность 
энтропии (также d-форму), в магнитной гидродинамике — еще магнитное 
поле. Скобка Пуассона всех полей 7\s) тождественно равна нулю, 

{TV) (*), т>) (у)} = о. 
Скобка Пуассона {pt (х), 7V (у)} должна быть такой, что гамильтониан 
вида Н = ^ Xlptddx для любого векторного поля X порождает однопарамет-
рическую группу диффеоморфизмов, определяемую векторным полем Хг (х). 
Это означает, что скобка Пуассона (2V (x), H) должна совпадать с произ
водной Ли поля Г(8) вдоль X. Примеры обсуждаются в обзоре [46]. Интерес
на также ситуация для сверхтекучих жидкостей, где скобка сложнее [46]. 

§ 2. Гамильтонов формализм систем 
гидродинамического типа и риманова геометрия 

О п р е д е л е н и е 1. Системой гидродинамического типа (однород
ной) называется уравнение вида 

(1) и\ = vf (и) и3
а, i = 1, . . ., N, а = 1, . . ., d, 

/9 j 

где иЭа = —— • (Мы сейчас не будем накладывать на систему (1) условие ги

перболичности.) 
Еще Риман заметил, что теория систем вида (1) — это теория тензоров. 

Действительно, при обратимых гладких заменах полевых переменных вида 
u2y-+w\ где 

(2) и1 = и1 (w\ . . ., О , * = ! , . . . , # , 
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коэффициенты vY системы (1) при каждом а преобразуются по тензорному 
закону 

/ о \ га / \ p a / \ dw i<% , , чч ди 
(3) Vj {U)-+Vv

q (w)=—rVj (u(w))—~-• 
ди dw4 

Обозначим через MN пространство (или многообразие), в котором принима
ют значения поля и1 (х, t), . . ., uN (х, t) при каждом х, t. Тогда на (2) мож
но смотреть как на замену координат на MN; коэффициенты и)а системы (1) 
в силу (3) образуют при каждом а тензор типа (1, 1) (аффинор) на MN. 

Напомним простейшие сведения из теории аффиноров. Пусть все собст
венные значения v1 = А,1, . . ., vN = XN матрицы (v)) (рассматриваем про
странственно-одномерный случай, d = 1) вещественны и различны (т. е. си
стема (1) гиперболична). Можно ли привести преобразованиями (2) систему 
(1) к диагональному виду 

(4) w\ = vl{w)w{
x, i = 1, . . .,N 

(суммирования по индексу i нет!)? Если можно, то переменные w1, . . ., wN 

называются римановыми инвариантами для системы (1), а коэффициенты 
v1 (w), . . ., z;iY (w) —соответствующими характеристическими скоростями. 
При N = 2 приведение к римановым инвариантам локально всегда возмож
но; при N ^ 3 — вообще говоря, нет. Сказанное справедливо и для случая 
комплексных собственных чисел, если допускать комплексные замены коор
динат (2). 

При изучении гамильтоновых систем гидродинамического типа, к оп
ределению которых мы сейчас перейдем, возникает более богатая геометрия, 
обнаруженная впервые в работе авторов [28]. 

О п р е д е л е н и е 2. а) Скобка Пуассона гидродинамического типа 
задается формулой 

(5) {и1 (я), и5 (у)} = gU* {и (х)) ба (х - у) + Via (и) и*а8 (х - у), 

где g^a (и), Ъка (и) — некоторые функции, i, /, k = 1, . . ., iV, а = 1, . . . 
. . .,d. 

б) Функционалы гидродинамического типа имеют вид 

(6) H[u]=\h {и) ddx, 

где плотность h (и) не зависит от производных иа, иа§, - . . 
в) Гамилътоновы системы гидродинамического типа имеют вид 

(7) ^ ) = К ( * ) , Я } ^ ( ^ ^ i = !, . . .<*, d2h(u) ' , i ^ i i a / f f N dh(u)\it}t 

ди^ди* 

где {•, • } — скобка гидродинамического типа (5), а гамильтониан Н — 
= Н [и] является функционалом гидродинамического типа (6). 

Рассмотрим сначала пространственно одномерный случай d = 1, ин
декс а будем опускать. Справедливо следующее простое, но важное утверж
дение. 

У т в е р ж д е н и е 1. а) Класс скобок Пуассона гидродинамического 
типа (5) инвариантен относительно преобразований полевых переменных 
вида (2),ul^vl(u). 

б) При этом коэффициенты glj (и) преобразуются как компоненты 
тензора типа (О, 2), т. е. 

( 8) gv4{v)=^L^.gH{u{v))t p,q==l,...,N. 
ди1 ди3 
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в) Предположим, что матрица (g13 (и)) невырождена; определим вели-
чины Tin (и) равенством 

(9) $ (и) = -gis (и) ТЪ (и), i, ], к - 1, . . ., N. 

При заменах вида (2) величины Т}ц (и) преобразуются как компоненты диф
ференциально-геометрической связности (символы Кристоффеля), т. е. 

/,1П\ гР / \ dvV ди3 ди р.? / ч , dvv д2иг 

( 1 0 ) Ч г (У) - — г — т — F Fjk (U) + —J —Т-г . 
ди ди4 ди ди ди dv 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся тождеством Лейбница. По
лучим 

{*" (U (X)),. V* (U (у))} = ^(х) ^ 4 (у) {U1 (X), U' (У)}. 
ди duJ 

Отсюда и из очевидного тождества 
(11) / (у) б' (х - у) = f (х) б' (х - у) + Г (х) Ь(х~у) 

вытекает справедливость формул (8), (10). Утверждение доказано. 
Скобки Пуассона гидродинамического типа, для которых det (gL) Ф 0У 

называются невырожденными. В силу доказанного утверждения условие 
невырожденности инвариантно относительно замен (2). Дальше будем рас
сматривать только невырожденные скобки. 

Т е о р е м а 1. В невырожденном случае, det (gl ) Ф 0, выражение (5) 
задает скобку Пуассона, если и только если тензор glJ симметричен, т. е. 
задает псевдориманову метрику (с верхними индексами) на пространстве 
MN, связность TfK вида (9) согласована с метрикой gl , имеет нулевую кривиз
ну и кручение. Поэтому существуют локальные координаты иг = vl [и1, . . . 
• Ф ., uN), i = 1, . . ., N, такие, что gtj = const, 6^ = 0. В этих координа
тах скобка Пуассона (5) постоянна: 

(12) {у* (х), J (у)} = $Ь' (х - у), $ = $ = const. 

Полным локальным] инвариантом скобки Пуассона (5) является сигнатура 
псевдоевклидовой метрики g%K 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Условия симметрии метрики, g1* = g^, а так
же условия согласованности связности (9) с метрикой, т. е. 

™"^ д-& + rk?j + vLgis Ч£ ~ щ ~ w = °' 
немедленно следует из косой симметрии скобки Пуассона в силу соотноше
ний б' (у — х) = —б' (х — у), б (у — х) = б (х — у) и (11). Для доказа
тельства равенства нулю кривизны и кручения используем тождество Яко-
би. Пусть 

(13) Р* (х, у, z) - {{и1 (х), и* (у)}, и* (z)} + . . . 

— левая часть тождества Якоби (ср. выше (1.3) х)). Равенство нулю этой 
обобщенной функции для всех i, /, k равносильно соотношению 

(14) Щ dx dy dz Pi (x) Qj (y) rK (z) Jijk (x, y,z) = Q 

для любых «хороших» вектор-функций р, q, г. Этот интеграл можно свести 
к однократному виду 

Idx 2 4?P i?№ = 0r 
о, т=о 

г) Здесь и далее ссылка типа (1.3) указывает на формулу (3) из § 1. 
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где коэффициенты А^ не зависят от р, q, r. Получаем систему соотношений, 
равносильную тождеству Якоби: 

(15) 43т = 0, 1 < i < / < к < N, 0 < а, т < 2. 

Выпишем явный вид этих соотношений. Для их упрощения будем использо
вать условие согласованности связности с метрикой, записанное в следую
щем виде: 

(16) ! # = $ + $ ; 
здесь и далее будут использоваться сокращенные обозначения типа 

ди 
Имеем: 

(17) ^ f c = b ^ r t - b , V = 0. 
Это — условие симметрии связности (9). Далее, 

Агы == В^' (и) ихх + Csf' (а) ИхИх = О, 
где 

(18) в\'к = (65 - С ) £si + b!J6f - b!k6!J = - s V g i 4 -
Следовательно, кривизна также равна нулю. Необходимость условий теоре
мы доказана. 

Для доказательства достаточности нет нужды выписывать явно остав
шиеся уравнения (15). Действительно, заменой координат иг -> иг = vl (и) 
скобку Пуассона можно привести к постоянной. Для нее тождество Якоби 
очевидно. Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е 1. В случае, когда det (gv) == 0 и glJ' имеет локально 
постоянный ранг г << N, можно так выбрать локальные координаты, чтобы 
gX) = 0 при i > г или / > г. Это вытекает из (15). Классификация вырож
денных скобок здесь рассматриваться не будет [13]. 

З а м е ч а н и е 2. Координаты, в которых скобка Пуассона (5) при
водится к постоянному виду (12), как правило, не физические. В ряде за
дач возникают другие естественные классы координат. В частности, коорди
наты ц1, . . ., uN называются лиувиллевыми, если метрика gl] и связность 
Ьь имеют вид 

(19) g*j(") = Vij(") + Vli(").. b*V) = - ^ C ^ 

где угз' (и) — некоторая матрица. В этих координатах скобка Пуассона (5) 
записывается в виде 

(20) {и' (х), и? (у)} = If* (и (у)) + T
ji (и (х))} б' (х - у) 

(см. ниже примеры 1, 2, а также главу 2). Для лиувиллевых координат функ
ционалы 

(21) U1 = J иЧх, i - 1, . . ., N, 
попарно коммутируют, {£/\ UJ} = 0. 

Лиувиллева в координатах и1, . . ., uN скобка гидродинамического 
типа называется сильно лиувиллевой, если она сохраняет свойство лиувилле-
вости при следующих операциях: 

а) аффинных заменах йг = А)й3 + аг (это верно всегда); 
б) ограничении тензора у1'3 на любое подпространство {а11, . . ., ик},: 

натянутое на часть координат после любой аффинной замены. 
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П р и м е р 1. Гамильтонов формализм одномерной классической гид
родинамики обслуживается скобками Пуассона вида (20) с N = 3 в коорди
натах и1 = р (плотность импульса), и2 = р (плотность массы), и3 = s (плот
ность энтропии). Здесь 

(Р 0 0\ (2р р *\ 
(22) Т « == р 0 0 , gV = р 0 0 . 

\5 0 0 / \ 5 0 0 / 

Гамильтониан имеет вид 

(23) H = ^[-£- + *(prs)]dxr 

где 8 (р, 5) — плотность энергии. Нетрудно проверить, что скобка (22) силь
но лиувиллева. 

В баротропном случае энтропия вылетает, s = const; в переменных /?, р 
двумерная метрика g%2 невырожденна. Интересно отметить, что в физических 
координатах /?, р, s скобка Пуассона одномерной гидродинамики сильно 
лиувиллева. 

П р и м е р 2. Одномерная релятивистская жидкость. Здесь N = 2, 
так как имеется всего два поля и1 = р (плотность импульса), и2 — 8 (плот
ность энергии). Уравнения движения имеют вид 

,(24) _ ^ 1 = 04=^ + ^ = 0, р( + (г-2д)х = 0 

(пусть скорость света с = 1), где Тгз — тензор энергии-импульса, 

(25) (Г') = С 8_%)> 
где 2д = $ — ЗР — след этого тензора в метрике Минковского, Эъ — дав
ление и $ — плотность энергии в сопутствующей системе отсчета, в которой 
тензор Т) диагоналей и имеет вид 

(26) ?1 = (J _J), T\ = e-& = 2q. 

Уравнения движения (24) замыкаются уравнением состояния — одной связью 
на тензор ТХК В силу требования лоренцевой инвариантности, эта связь на
кладывается только на инварианты тензора Т\ Ф ($, ЗР) = 0. Скобка Пуас
сона имеет лиувиллев вид, где 

(27) V2J = 

Гамильтониан имеет вид Н = \ г dx. Соответствующая метрика g1^ имеет 
сигнатуру ( + , —). 

П р и м е р 3. Уравнения Бенни (в случае конечного числа слоев, см. 
[32, 66]) имеют вид 

П N 

(28) ^ 4 u \ 4 + ( J b l % = 0 | . = l j _ ^ 

4 + ("¥)х = о I 
Скобка Пуассона в переменных и1, . . ., ип, т]\ . . ., if постоянна, 

1 ' W (*), п5 (У)} = W (х), и? (у)} = о. 
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Гамильтониан имеет вид 
2-. 

dx. 
i=l i=l 

В случае бесконечного числа слоев п = оо систему уравнений Бенни запи
сывают также в «моментах» [41, 66] 

Ап(х)=%(и*)(х)пц*(х)г 
(31) 

Antt + An+i, х + пАп-хА^х = О,, п > 0. 

В переменных Ап (х). скобка (29) линейна [42]: 
(31') {Ап (х), Ат (у)} = [пАп+п^-г (х) + тАп+т^ (у)] 6' (х — у). 

Гамильтониан имеет вид Н = (J.2 + Л0)/2. 
Выведем здесь более явно условия гамильтоновости систем гидродина

мического типа по отношению к невырожденным скобкам Пуассона [62]. За
метим предварительно, что система и] (х) = {и1 (х), Н) с гамильтонианом 
Н = \ h (и) dx и скобками вида (5) может быть записана в виде 

(32) и] — v) (и) их, и) (и) = VlVjh (и). 
Здесь Vj — оператор ковариантной производной; оператор V2 получен с по
мощью поднятия индекса, V* = g*sVs. Операторы V\ Vj коммутируют в си
лу теоремы 1. 

У т в е р ж д е н и е 2. Система и] = v) (и) их еамилътонова тогда и 
только тогда, когда существует невырожденная метрика g%] (и) нулевой кри
визны такая, что 

(33) g№v*} = g f l c v l 
(34) V%v) = Vfl 

где V$ — ковариантное дифференцирование, порожденное метрикой gv. 
Доказательство очевидно следует из формул (32) и теоремы 1. 
Выясним вопрос об однозначности восстановления метрики glJ по коэф

фициентам v) (и) гамильтоновой системы гидродинамического типа при N > 
> 3. Обозначим через Яа (и), а = 1, . . ., N, собственные числа матрицы 
v) (и) (быть может, комплексные). (В гидродинамических системах эти вели
чины имеют смысл скоростей. Поэтому при переходе к приложениям мы пе
реобозначим их через v.) Предположим, что все они различны. Через еа — 
= еа (и) обозначим соответствующий базис собственных векторов. Опреде
лим коэффициенты с̂ р (и) равенством 

(35) [еа, £?р] = с1$еу. 

Предположим далее, что все коэффициенты с%$ с различными а, (3, у отлич
ны от нуля. Матрицу v) (и) коэффициентов гамильтоновой системы (1), для 
которой выполняются эти два предположения, будем называть гамильто
новой матрицей общего положения. Справедливо 

У т в е р ж д е н и е 3 [62]. При N > 3 по гамильтоновой матрице 
Vj (и) общего положения соответствующая ей невырожденная метрика gv (и) 
нулевой кривизны восстанавливается однозначно с точностью до умножения 
на константу. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (33) вытекает, что в базисе еа метрика gv 

диагональна. Нормируем (комплексные) собственные векторы еа так, чтобы 
в этом базисе метрика имела вид ga$ = баР. Соотношение (34) в этом базисе* 
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перепишется в виде 

(36) даХ^1 - дрХа81 + (Г^ - rja) XY + Г£а (Ьр ~ %а) = 0 
(суммирования по повторяющимся индексам на протяжении этого доказа
тельства нет!). Здесь да — оператор дифференцирования по направлению 
еа\ коэффициенты связности Г р̂ определены равенствами 

(см. [31], § 30 части I). Поскольку Г р̂ — Гра = с«р (см. там же), при по
парно различных ос, (3, у получаем 

( О / ) С р а — — 1 ра л __ % • 
AY а 

При у = р Ф а из (36), (37) следует, что 

(38) <& = ° Л Ха — Ч' 
Условие согласованности связности с метрикой имеет в нашем базисе вид 
TpY = —r^v. Поэтому из (37) получим 

Формула (39) верна лишь в нормированном базисе собственных векторов еа. 
Докажем, что зная ненормированные собственные векторы еа (и) и собствен
ные числа Яа (и), можно найти с точностью до единого постоянного множите
ля нормировочные коэффициенты ка {и), где 

т. е. восстановить метрику по матрице коэффициентов исходной системы. 
Действительно, пусть 

|>со ер] = c«peY. 

Тогда для попарно различных ос, |3, у имеем 
у _ ^ Y какЪ са$ — ^ар —т; 

Формула (39) примет вид 

/лп\ ^ к*к* — па кук® ( ку~~Кь 
(40) Сар — - ~ CYP ~ХГ КК^Ц 

ка \2 CPY ( Ч~Ч 
откуда 

Из этих соотношений при различном выборе ос, |3, у найдем 

&р = C§a (hY — К? fcapv* 
/cY = cap (Xa — Xp)2 &apY, 

где &apY = /capY (и) — коэффициент, зависящий от выбора тройки индексов 
а, р, у. Из (38) получим 

(43) cSp = h x ^ t = cSpAp - " F ~ ^ a . 
6 cc a 
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где dp = деп, откуда выражаем производные от In ка$у по вр: 

(44) 0р In AaPY - - * ^ \ + cSp + dp In (4У (>vp - bY)*). 

Если iV = 3, то из (42) и (44) вытекает утверждение теоремы. В случае раз
мерности N У> 3 необходимо выразить все &a'p'Y' через один из этих коэф
фициентов &apY, сравнив выражения для коэффициентов к^ из различных 
троек а', |3', у'. Отсюда и из (44) получаем все производные от In &apY и^ 
следовательно, находим все к^ с точностью до единой константы. Утвержде
ние доказано. 

Ясно, что способ доказательства утверждения позволяет получить эф
фективные условия гамильтоновости системы гидродинамического типа. 

Отметим еще одно интересное свойство одномерных гамильтоновых си
стем гидродинамического типа [59]. 

У т в е р ж д е н и е 4. При любых допустимых заменах независимых 
переменных 

(45) t -*- t' = aQOt + а01х, х ->- х = a10t + а1Хх, det (а^) Ф О, 
одномерная гамилътонова система гидродинамического типа (с невырожден
ной скобкой) перейдет в гамилътонову систему гидродинамического типа. 

Поясним: замена (45) называется допустимой, если она переводит си
стему (1) снова в систему такого же вида (разрешенную относительно щ). 
Доказательство см. в [59]. 

Прежде чем переходить к многомерным скобкам, рассмотрим особо слу
чай одномерных скобок Пуассона гидродинамического типа, линейных па 
полевым переменным [3] 

(Щ gij (и) = g№ + go
}, 

где b\],.gl3 = bk + hi1,.go — константы, 
(47) {и1 (x), и5 (у)} = fciV (x) + g0

j) б' (х - у) + Ъ$и1 (х) б (х - у). 

В этом случае координаты ик лиувиллевы и 
(48) Y« = Ь['и* + bl где g'J = b0

j + Ь* 
Теория таких скобок совпадает с теорией локальных трансляционно инва
риантных алгебр Ли, являющихся обобщением алгебр Ли векторных полеж 
на прямой и на окружности. Для их параметризации удобно ввести iV-мерную 
алгебру В с базисом е1, . , ., eN и структурными константами tfj: 

(49) eV - bj?efc. 
На алгебре В определим симметричное скалярное произведение (•, -)0, по
лагая 

(50) ( е \У)0 = ^ . 

У т в е р ж д е н и е 5 [3, 47]. 1) Формула (47) задает скобку Пуассона, 
если и только если алгебра В удовлетворяет тождествам 

(51) (аЪ) с — a (be) = (ba) с — Ь (ас), 
(52) (аЪ) с - (ас) 6, 

причем операторы правого умножения симметричны по отношению к ска
лярному произведению (•, -)0: 

(53) (ab, с)0 = (ас, Ъ)0. 
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2) В пространстве Ьв вектор-функций от х со значениями в алгебре В опе
рация 

<54) [Рг Я] = q'p - Р'Ъ '=-а7> 

{произведение вектор-функций в смысле умножения е В) задает структуру 
алгебры Ли. 

3) Алгебра Ли линейных функционалов от полей иг по отношению к скоб-
ке (47) при gl

0
J = О совпадает с LB\ при gl3 Ф О она является одномерным цент

ральным расширением алгебры LB посредством коцикла 

(55) О , q> = J (Р> я')о dx-
Доказательство вытекает из соотношений (18), (17). 
Соотношение (53) выполняется также для скалярного произведения, оп

ределенного матрицей g^ (и) = g^u1* + gl
0

3 при всех и*. Алгебра Ли LB 
называется невырожденной, если это скалярное произведение glJ (и) невырож
денно при почти всех ик. В этом случае конечномерная алгебра В со скаляр
ным произведением glJ (и) называется квазифробениусовой. Если В — ком
мутативная алгебра с единицей, то мы имеем классические фробениусовы 
алгебры. Как показано в [34], всякая конечномерная алгебра В со свойства
ми (51), (52) обладает нетривиальным идеалом с нулевым умножением. По
этому все такие алгебры В строятся последовательными расширениями из 
коммутативно-ассоциативных алгебр с помощью обобщенных коциклов ра
боты [31. Расширения алгебр Ли LB в этом классе задаются с помощью рас
ширений алгебры В в классе алгебр с соотношениями (51), (52). Если 0 —>• 
->1-^А->В-+0 точная последовательность в классе таких алгебр и ум
ножение на идеале / тривиально, Р = О, то расширение А определяется 
2-коцепью d на алгебре В со значениями в I такой, что: 

a) d ~ d + 8h, 8h (ЬХ1 Ьа) = h (Ъг, Ь2) + bji (Ь2) — h {b±) Ь2, 
b) 6d (&!, Ь2, Ь3) — 6d (Ь2, Ь1? Ь3) = О, 

8d (Ь1? Ь2, Ь3) — 6d (Ь1? Ь3, 62) — d (&А — &А, Ь3) — 
- [и (&!, Ь2) - d (&!, Ь2)1 fo3 = О, 

где 6d (Ь17 Ь2, Ь3) = d (6l7 b2b3) — d (6Х62, 63) + bxd (Ь2, Ь3) — d (6^ Ь2) Ь3. 
Центральные Л-расширения алгебры Ли LB задаются коциклами вида 

% (Р, Я) = S V(m) P^j m ) <&, 
где .г ЕЕ 51 , где т <^ 3, Y(m) = (—l)m_1T(m) — постоянная матрица. Согласно 
гипотезе авторов, для широкого класса алгебр В других коциклов не бывает. 
Если 7(з) — 7(з) — невырожденная форма на 5 , то алгебра В коммутативна 
и фробениусова. Другие примеры коциклов см. в [31. 

Перейдем теперь к пространственно-многомерному случаю. Здесь мы 
имеем линейный пучок метрик и согласованных с ними связностей: при ли
нейных заменах пространственных переменных ха —>- с^х$, а = 1, . . ., d, 
det (cp) = 1, метрики g^a и связности Ь]^а преобразуются как компоненты 
вектора. Пучок метрик g^a (и соответствующую скобку (5)) будем называть 
сильно невырожденным, если для некоторого набора констант са метрика 
cagija невырожденная. 

Т е о р е м а 2. Сильно невырожденная многомерная скобка Пуассона гид
родинамического типа (5) при N = 1 приводится к постоянному виду, а при 
N Z> 2 к линейному виду 

(56) ?*• (и) = ^ ' V +gT, a = 1, . . ., d, 

где коэффициента gHa = $ " + ^ " , £oJ°\ $ '" постоянны. 
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Доказательство аналогично доказательству теоремы 1, но более гро
моздко. 

Мы видим, что все многомерные невырожденные скобки Пуассона гид
родинамического типа определяются некоторыми локальными трансляционно 
инвариантными алгебрами Ли вектор-функций от т переменных по аналогии 
с утверждением 5. Свойства возникающих при этом пучков квазифробениу-
совых алгебр мы здесь обсуждать не будем. 

П р и м е р 1 [44]. При N = d = 2 скобка Пуассона (5) либо приводит
ься к постоянному виду, либо к виду (1.47) (с d = 2), т. е. порождается ал
геброй Ли векторных полей на плоскости. 

П р и м е р 2. В двумерном TV-компонентном случае, d = 2, в коорди
натах, где метрика g^1 постоянна, связность bj?2 также постоянна, а соот
ветствующая метрика g12 (и) линейна: g2J2 (и) = gl^2u^ + g0

32. Структур
ные константы Ъ1п определяют TV-мерную квазифробениусову алгебру В 
с инвариантными скалярными произведениями (ег, е^)г = gtJ1 и (ег, е3)2 — 
••= go2, удовлетворяющими (53), а также дополнительному соотношению 

(57) {аЪ, с)± + (са, Ъ)г + (be, а)± = 0. 

Если метрика glJ1 положительно определена, то эта алгебра нулевая, и скоб
ка Пуассона в этих координатах постоянна (то же справедливо и при всех 
d ^> 2). Это легко доказать, если одновременно привести все коммутирующие 
самосопряженные в метрике (,)х операторы V = (Ь^2) к диагональному 
виду. Для индефинитных метрик g%Jl имеются нетривиальные примеры [44]. 

З а м е ч а н и е 1. Обозначим через Ж алгебру, порожденную функ
ционалами гидродинамического типа относительно скобки (5). Представляет 
интерес такой вопрос: при каких условиях на метрики gl3a и связности Ь]^а 

алгебра Ж будет алгеброй Ли? Этот вопрос нетривиален, начиная с N = 2, 
d > 2, поскольку при N = 1 всегда {Нг, Н2} = 0 для любых функционалов 
гидродинамического типа. Оказывается, во всех случаях N ф 2 из тождест
ва Якоби на подалгебре Ж вытекает, что (5) — скобка Пуассона. При N = 2 
возникающие условия на метрику и связность менее ограничительны, 
и скобки Пуассона на подалгебре Ж зависят от функциональных параметров 
(в работе [29] ошибочно утверждалось, что из выполнения тождества Якоби 
на подалгебре Ж всегда вытекает, что (5) определяет скобку Пуассона на всех 
локальных функционалах. На эту ошибку авторам указал О. И. Мохов [44], 
уточнивший там же формулировку теоремы 2). Явный вид параметризации 
таких скобок для первого нетривиального случая N = d = 2 см. в [29]. 

З а м е ч а н и е 2. Многомерные скобки гидродинамического типа, воз
никающие в теории усреднения (см. ниже § 6), при d ^> 1, как правило, не 
обладают свойством сильной невырожденности. Однако для них выполняет
ся свойство слабой невырожденности: пересечение ядер всех метрик glJ1, . . . 
. . ., gt3d равно нулю, а образы этих матриц порождают все iV-мерное про
странство. Вопрос о строении слабо невырожденных многомерных скобок 
Пуассона пока не решен. 

§ 3. Обобщения: дифференциально-геометрические скобки Пуассона 
высших порядков; дифференциально-геометрические скобки Пуассона 

на решетке и уравнение Янга — Бакстера 

Здесь мы будем рассматривать случай одной пространственной пере
менной . 

О п р е д е л е н и е . 1) Однородная дифференциально-геометрическая 
скобка Пуассона порядка п имеет вид 

п 

(1) {и' (х), и' (у)} = S ВЦ (и (х), их (х),. ихх (х), . . .) 6("-*> (х - у), 
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где коэффициенты В\3 имеют степень к, причем по определению 

d e g ^ = 0, d e g - ^ 4 - = *,. 5 = 1 ,2 , . . . 
dx 

другими словами, 
(2) в1' = е*1(и)г в[5 = ъ¥(и)и8

хх г ^ ^ м 4 - Й И № , , . . 
2) Неоднородной скобкой называется сумма однородных скобок различ

ных порядков. 
Класс дифференциально-геометрических скобок Пуассона инвариантен 

относительно локальных замен полевых переменных и1 -> иг (и), причем од
нородные составляющие преобразуются независимо. В частности, из пос
тоянной скобки тг-го порядка, 

(3) {vl(x), v>(y)} =BH№(x-y), 

где Вп = (—1)п-х5г? — постоянная матрица, после замены и* = и1 (v) 
возникнет однородная скобка тг-го порядка. 

Для произвольных однородных скобок порядка п условие приводимости 
к постоянному виду является дифференциально-геометрической задачей, 
нетривиальной даже при условии невырожденности старшего члена 
det g'i ф 0, где gij = Bt gi3 = ( - 1 ) ^ . 

П р и м е р 1 [54]. Однородные скобки второго порядка. Предположим,, 
что кососимметрический тензор g2j = —g3\ невырожден, det gtd' Ф О, где 
коэффициент gl3\ а также коэффициенты bl3, clJ, dl'3t, задающие однородную 
скобку второго порядка, определены формулами (2). 

Справедливо 
У т в е р ж д е н и е 1. Связность Г/* = gifV симметрична, имеет 

нулевую кривизну и совпадает с симметричной частью связности Т* =• 
= gifts0, та. е. Tsi + Tis = 2Tsj. Temopl кручения T.i = ft* ^ТХ\связностиТ*\: 
обладает следующими свойствами: 

а) T-ksi кососимметричен по всем индексам', 
б) d {gijdu1 /\duJ) = const Tksidu* /\dus /\du\ 

Кроме того, форма Q = T^sidu* Д dus f\dul удовлетворяет некоторым 
дифференциальным тождествам (см. [54]). 

Из утверждения 1, в частности, следует, что однородная скобка второго 
порядка с det g^ Ф 0 приводится к постоянному виду g'J8" (x — у), если и 
только если d {gijdu1 Д du^) = 0. В [ 54] дана классификация однородных 
скобок второго порядка с невырожденной «метрикой» gtJ. 

П р и м е р 2. Неоднородные дифференциально-геометрические скоб
ки, являющиеся суммой скобок первого и нулевого порядка, имеют вид 

(4) {и1 (х), и) (у)} = £ (и (х)) б' (х - г у) + [Ъ? (и) и% + 
+ ЬУ(и)] б (х - у)* 

Предположим, что метрика gi3' невырожденная. Справедливо 
У т в е р ж д е н и е 2[ 29]. В координатах v1, . . ., vN, где g%d = const, 

bl3 = 0, скобка (4) запишется в виде 
(5) { ^ (х), v> (у)} = g^ {x-y) + [c?

sV + 4 j] б (х ~ у), 

где с%3 — структурные константы некоторой конечномерной алгебры Ли L 
с инвариантным скалярным произведением glJ, т. е. cl°gsk = — с\ gSJ, a c\ — 
коцикл на алгебре Ли L. 

Таким образом, дифференциально-геометрические скобки Пуассона 
порядка 1 + 0 порождаются некоторой алгеброй Ли токов (см. выше пример 
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1.7). Отметим, что к неоднородным скобкам вида (5) приводятся скобки Пу
ассона гидродинамического типа с переменными (зависящими от х) коэффи
циентами, если допустить замены, перепутывающие зависимые и независимые 
переменные и1, . . ., uN и х [52]. 

Рассмотрим теперь, следуя [22], дискретный аналог дифференциально-
геометрических скобок Пуассона (только пространственно-одномерный слу
чай). Поля и\ i'• — 1, . . ., N, определены на одномерной решетке: и1 = {ип), 
п (ЕЕ Z. Дифференциально-геометрические скобки Пуассона порядка п0 

имеют вид 
(6) {ип, и3

т) = ti^-n (un, um), hk = 0 при | к | > п0. 

При локальных заменах координат в узлах решетки вида 

(7) ui^u^fiul...,^), i = l, . . . . , . iV r ^GEZ, 

матрицы W£ (u, v) преобразуются по закону 

(8) tt{u,v)»hi!'(u\v') = ^ ± ^ ± h r ( u , v ) , | f t | < n 0 . 
ди dv4 

При п0 = О скобка (6) ультралокальна, т. е. сводится к конечномерной 
скобке Пуассона hi3 на ^-пространстве. В остальных случаях можно считать, 
что п0 = 1. (При п0^> 1 нужно ввести новые полевые переменные v^, 
а = 1, . . ., n0N, полагая 

vltpN = иЦ+р г г = 1, • • .,. /V,, р = 0 , 1 , . . .,п0 - 1. 

После такой замены получим дифференциально-геометрическую скобку пер
вого порядка в переменных v%.) 

Итак, мы будем рассматривать только скобки первого порядка: 

(9) {ип, ui) = hl
Q

3 (un)r {и)г, и3
п+1) = h\3 (un9 un+i),. 

{tin, u3
m} = 0 при I n — m | ^> 1. 

Оказывается, при условии невырожденности матрицы а\3 (и, и) (это условие 
инвариантно относительно локальных замен (7)) скобка (9) параметризуются 
группами Гамильтона — Ли определенного вида. Напомним основные факты 
теории групп Гамильтона — Ли, следуя работе В. Г. Дринфельда [20]. 
Группа Ли G называется группой Гамильтона — Ли, если на ней задана 
скобка Пуассона {,}0 так, что умножение G X G -> G является отображением 
пуассоновых многообразий. Если L = L (G) — алгебра Ли группы G, то 
(локально) структуры Гамильтона — Ли однозначно задаются структурами 
алгебры Ли на двойственном пространстве L*. При этом требуется, чтобы 
алгебры Ли L и L* были согласованными в следующем смысле: если C^R И 
/Y — структурные константы для алгебр Ли L и L* соответственно, то долж
но выполняться тождество 

/\(\\ е rjLiv a rsv , v rue _ц rev v емг 

(т. е. /у — 1-коцикл на L со значениями в L (x) L). Пара согласованных 
структур алгебр Ли на L и L* в [20] названа биалгеброй Ли. По группе Га
мильтона — Ли биалгебра строится так: коммутатор в алгебре Ли Z* имеет 
вид 

(11) [а, Ъ]* = {Ф, г|)}0|е, а = йф |e e L*, Ь = dtp |e ЕЕ £*, 

где ф, я|) — гладкие функции на группе G, е ЕЕ G — единица. Структурные 
константы /Y P алгебры L* определяются формулой 

(12) / f = « P | « 
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где ду — левоинвариантные векторные поля на G, а скобка Пуассона {•, •}& 
задана в виде 

(13) {ф, ф}0 = Т1?РЗафЗрф. 

Скобка (13) однозначно (при условии связности и односвязности G) восста
навливается по биалгебре посредством следующих дифференциальных урав
нений: 

(14) « v = cMv + <Me + / r 
с начальными условиями 

(15) лГ I. = 0. 
Соотношение (10) есть условие совместности системы (14). 

Опишем теперь конструкцию скобок Пуассона вида (9). 
Пусть G —• группа Гамильтона — Ли, (L, Ca$; L*, /?Р) -— ее биалгебра 

Ли. ha$ — кососимметрическая матрица такая, что когомологичный коцикл 
(16) / ? p = / v P + c ^ P + cgvA<« 

также задает на L* структуру алгебры Ли (она автоматически будет согла
сованной с L). Требуется, чтобы выполнялось соотношение 

(17) [h, к,}™* = fg*h*b + f\4™ + ffh*»% 

где [h, h] — левая часть классического уравнения Янга — Бакстера (1.14) 
для r-матрицы ha$ в алгебре Ли L. Наконец, должен существовать гомомор
физм алгебр Ли 

(18) г: (L*,ff)-+(L, cXp), г = (/•<*), 

причем сопряженное отображение г** = г$а должно задавать гомоморфизм 
таких алгебр Ли: 

(19) г,: (L*,ff*)-+(L, Ир). 
Группу Гамильтона — Ли 6?, для которой существует гомоморфизм г и мат
рица /г, удовлетворяющие перечисленным условиям, назовем допустимой. 

Т е о р е м а 1. Допустимая группа Гамильтона — Ли вместе с со-
ответствующими матрицами г, h задает скобку Пуассона вида (9), где ип £Е G 
при всех —оо <^ п <^ сю, согласно следующим формулам: 

(20) {ф (ип), г|) (ит)} = 0 при | п — т | > 1, 
(20') {ф (ип), г|) (ип+1)} = г^даЦ) (ип) д^ (ип+1), 

где да, д$ — лево- и правоинвариантные векторные поля на G% 

(20") {ф W , г|> (ип)> - т|«Р(ия) дау (ип) д& (ип), 
где скобка ца$ (и) на G имеет вид 

(21) т]«0 (и) = У)Т (и)'+ Adu-Ji**, 

а т)о (и) определяется формулами (14)—(15). Здесь у и ty — произвольные 
гладкие функции на G. Так получаются все скобки вида (9) с условием невы
рожденности det (hi) Ф 0. 

З а м е ч а н и е 1. Условие невырожденности det (hi3) Ф 0 равносильно-
невырожденности матрицы гаР, т. е. (18) — изоморфизм. В этом случае все 
условия допустимости сводятся к условиям на алгебру Ли L и скалярное 
произведение га$ (на L*). 

З а м е ч а н и е 2. Допустимой группе Гамильтона — Ли отвечает 
целое семейство матриц гаР, ЛаР, удовлетворяющих требуемым условиям, 
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зависящих от точки группы. В частности, матрицу га$ можно заменить на 
Ж?р {и, и) для любого фиксированного и ЕЕ G. Соответственно изменятся и 
структурные константы ffi и матрица ha^. Скобка (20)—(20") при этом не 
изменится. 

Укажем важный класс примеров дифференциально-геометрических ско
бок Пуассона на решетке, отвечающих треугольным группам Гамильтона — 
Ли (в смысле [21]). Матрица га$ здесь кососимметрична и удовлетворяет 
классическому уравнению Янга — Бакстера на алгебре Ли группы G. В этом 
случае формулы (20') и (20"), задающие скобку, приобретают следующий вид: 

(22) {ф (ип), я|) (ип+1)} - г^дац (ип) ад (ип+1), 

(23) {ср (ип), я|> (ип)} = — гЩдац> {ип) 5ря|) (ип) + даЦ (ип) д'$ (ип)]. 
Эта скобка удовлетворяет условию невырожденности, если матрица гаР не-
вырожденна. Алгебра Ли L является тогда квазифробениусовой. 

П р и м е р (В. П. Черкашин). Для простейшей двумерной неабелевой 
группы G в качестве матрицы г можно взять произвольную невырожденную 
матрицу. Получаем следующее семейство скобок: 

0 \ fa Ь\ /1 0 \ 
у/2) [с d)[z' jf/2j> 

: ± 1 , h$ (и) = h\j (и, U) - h{1 (и, U). и = 

Тода [ 56 

{х, у), 
Ь) = (° 
, 64]. 

V 

1) 

1г'х (и, 

= (*', 

v) = 

у'), 

•(Г 
G = 

получаем втору 

§ 4. Инварианты Римана и гамильтонов формализм диагональных систем 
гидродинавшческого типа. Гипотеза Новикова. 
Теорема Царева. Обобщенный метод годографа 

Хорошо известно, что одномерная система гидродинамического типа 
с двумя полевыми переменными и = (и1, и2) линеаризуется «преобразованием 
годографа» х = х (и1, и2), t = t (и1, и2). При этом система 

(1) 

(ХОДИ' 

(2) 

| и] ==v\(u)u\ + v\(u)u2
xr 

[ u2
t = vl (и) ul + vl (и) u% 

г в линейную 

[ хиг = — v\ (и) tm + vl (и) tUH 

[ Хиг = Vl (и) tu* ~ v\ (U) tuu 

Дадим, следуя Цареву, методически удобное для обобщений новое изложение 
теории интегрирования двухкомпонентных систем. Предположим, что систе
ма (1) в некоторой области координатного пространства (и1, и2) 'строго ги
перболична, т. е. матрица (и} (и)) имеет два различных собственных значения 
vx {и) и v2 (и). Тогда гладкой заменой переменных систему (1) локально можно 
привести к диагональному виду. Будем в дальнейшем считать, что система (1) 
уже диагональна в переменных и1, и2, 

(3) ( и\ = иг(и)и\г 

I и* = v2(u)u2
x. 

Будем использовать сокращенные обозначения: д -= д i = 1 2 
ди1 ' ' 
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У т в е р ж д е н и е 1. Пусть iv\ (и), w2 (и) — решение системы 
//v * d2w1 d2v1 diw2 дги2 

^ ' w2 — w± v2 — 1 \ ' w2 — wx u2 — иг ' 

Тогда: 1) функции и1 = и1 (х, с), и2 = и2 (х, t), заданные системой 
W-L (и1, и2) = иг (и1, и2) t + х, 

{ w2 (и1, и2) = и2 (и1, и2) t + Ху 

являются решением системы (3), причем так получается (локально) любое 
гладкое решение системы (3); 2) система гидродинамического типа 

\ и\ = и?г (и) иг
х* 

{ и% = w2 (и) и2
х 

определяет «симметрию» системы (3), т. е. и]х = u\t, причем так получают
ся все симметрии в классе систем гидродинамического типа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Система, получающаяся из (3) преобразова
нием годографа, имеет вид 

| д2х + иг (и) d2t = О, 
^ ' [ дгх + ь\ (и) dxt = 0. 

Запишем ее следующим образом: 
д2 {vxt + х) = td2vv 

1 d1(u2t + х) = td±v2. 

Вводя величины wt = vtt + x, i = 1, 2, получимц, что 
, _ ^ 1 — ^ 2 . 

Vi — U2 

подставляя в (8), получим систему (4). Обратно, дифференцируя неявные 
функции и1 (х, t), и2 (х,. t) вида (5) и используя (4), получаем (3). Первая по
ловина утверждения доказана. 

Пусть теперь дана симметрия 
(9) и\ = w) (и) и3

х, i = 1, 2, 

системы (3). Из и)х = uxt вытекает, во-первых, что матрица w) коммутирует 
с диагональной i^-б}. Поэтому w) = wfi). Остальная часть условий u'iT = 
= u\t совпадает с (4). Утверждение доказано. 

Если система (3) гамильтонова, то все ее симметрии (9) порождаются 
интегралами гидродинамического типа. Таким образом, доказанное утверж
дение проясняет связь между классическим методом годографа и интегралами 
двухкомпонентных систем. Ряд авторов (см. [55]) устанавливал бесконеч
ность числа интегралов гидродинамического типа в этом случае, не вводя 
явно этих понятий. 

П р и м е р 1. Беря «тривиальное» решение системы (4) вида wf = 
= avt + |3, где а, (3 — константы, получаем так называемую «простую вол
ну» Римана для системы (3): 

( ' \ v2(u)(t — a) + x — p=0. 

Отметим, что метод годографа формально не может быть использован в этом 
случае из-за вырожденности отображения (х, t)—>• (и1, и2). 

Рассмотрим теперь многокомпонентные системы. Оказывается, что со
единение двух свойств: приводимости системы (1) к диагональному виду вме
сте с консервативностью (гамильтоновсстью) порсждает повышенную ин-
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тегрируемость систем гидродинамического типа. Гипотеза о такой интегри
руемости (Новиков) была доказана С. П. Царевым [61, 62], предложившим 
для интегрирования обобщение метода годографа. К его изложению мы и 
перейдем. 

Пусть дана диагональная гамильтонова система гидродинамического 
типа 

(И) и] = vt (и) их, i = 1, . . ., N, 

причем все диагональные элементы попарно различны (в этом параграфе 
суммирования по повторяющимся индексам нет!). Через gl (и) обозначим 
соответствующую метрику (предполагая ее невырожденной), задающую га-
мильтонову структуру системы (11). 

Л е м м а 1. В переменных и1, . . ., uN, в которых гамильтонова система 
гидродинамического типа диагональна, соответствующая метрика glJ (и) 
тоже диагональна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Это следует из соотношения (2.33). 
С дифференциально-геометрической точки зрения задание диагональной 

метрики нулевой кривизны эквивалентно заданию криволинейной ортого
нальной системы координат в плоском — евклидовом или псевдоевклидо
вом — пространстве. Как известно [37], такие системы однозначно определя
ются заданием N (N — 1)/2 функций двух переменных. Обратно, если 
выбрать произвольную ортогональную систему координат, ей будет соответ
ствовать семейство диагональных гамильтоновых систем, явный вид кото
рых дается следующим утверждением. 

Л е м м а 2. Пусть и1, . . ., uN — ортогональные криволинейные коор
динаты, gu (и) = gt (и) 8tj — соответствующая метрика, Тц (и) — ее симво
лы Кристоффеля, Тогда все диагональные системы гидродинамического типа 

(12). и\ = wt (и) иг
Х1 i = 1, . . ., N$ 

являющиеся, гамилыпоновыми по отношению к скобке 

(13) {и1 (х), и»(у)} = gi (и (л))-* W}V {x -у)-Ъ ?1*и1Цх - у)], 

определяются из уравнений 

(14) dtwk = Т?н (Wi - w}:), i Ф k. 

Все эти системы попарно коммутируют. Локально они параметризуются N 
функциями одного переменного. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем обозначение: w) — wfi). Согласно 
утверждению 2.2, условия гамильтоыовости (2.34) системы (12) записываются 
в виде 

N 
(15) 0 = \ > - - VjW? == d-jv) - др% + S (Г/Vj — Yl

5iw} - T^w\ + Г- 54) = 
i=i 

— diwfij — dji/jfii + Tij (WJ — Wi) 

(условие (2.33) выполняется автоматически). При попарно различных зна
чениях индексов г, / , к соотношение (15) есть тождество, поскольку Г -̂ = 0. 
Остаются соотношения, отвечающие случаю / = к Ф i. Они имеют вид (14). 
Лемма доказана. 

Напомним (см. выше (2.32)), что гамильтониан h (и) системы (11) может 
быть найден из уравнений 

(16) V*V£fc (и) = wt (и), i = 1, . . ., N. 

Следует отметить, что метрика, задающая скобку Пуассона диагонализуемой 
системы, определяется неоднозначно (в отличие от гамильтоновых систем 
общего положения — см. выше утверждение 2.3). Примеры будут даны в § 7. 
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В силу известных дифференциально-геометрических тождеств Г^ = 
= dt In у | gk |, справедливых для произвольной диагональной метрики 
8ц (и) = Si (u) So'» и з (1^) вытекают следующие соотношения, справедливые 
для коэффициентов диагональных систем гидродинамического типа: 

<«> « ' (г^О-ЧА)- '*' '"*• '"fc 

О п р е д е л е н и е 1. Диагональная система гидродинамического типа 
и] = wt (и) иг

х, i = 1, . . ., TV, называется полугамилътоновой, если ее коэф
фициенты удовлетворяют соотношениям (17). 

При N = 2 соотношения (17) отсутствуют, так что любая диагональная 
система нолугамильтонова. Диагональные гамильтоновы системы в силу 
сказанного выше являются и полугамильтоновыми, однако обратное неверно 
(примеры даны в [50]). Оказывается, для интегрируемости (точнее го
воря, линеаризуемости) систем гидродинамического типа достаточно их полу-
гамильтоновости. Дадим соответствующую конструкцию. 

Т е о р е м а 1. Пусть 

(18) и] = vt (и) их, i = l , . . ., N, 

диагональная нолугамильтонова система гидродинамического типаш 
w1(u), . . ., WN {и) — произвольное решение линейной системы 

(19) г * = LJL_, 1фк. 

тогда функции и1 (х, £), » . ., uN (х, £), определяемые из системы уравнений 
(20) и^ (u) = у* (a) t + х, i = l , . . . , iV, 

удовлетворяют системе (18), причем локально так получается любое гладкое 
решение этой системы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть и1 (х, t), i = 1, . . ., iV,— гладкое ре
шение уравнений (18). Дифференцируя обе части (20) по t и х, получим 

2 дию\щ = ^ + £ 2 d^Viuf,, 
к 

к S 0лИ?*Их = * S ^fc^a + 1, 
ft 

ИЛИ 

2 (d^Wi — td4Ui) щ = vt, 
(21) 

ft 

!Z(dkwi — tdkvi)Ux = 1. 
ft 

Покажем, что матрица 
(22) Miu {и) = дки;, - tdnvt 

диагональна при и = и (x,t) — решении системы (18). Действительно, в силу 
(19) при i Ф к имеем 

Мгк = —ГЦ- К - Щ - t (VH - Ui)]. 
к г 

Но на решениях и = и (х, t) системы (18) при i Ф к имеем 
Щ — wt = t (v4 — vt), 

откуда Mm = 0. Следовательно, (21) запишется в виде 

Mit {и) и\ = vu Mit {и) ui = 1, i = l , . . .x N, 
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откуда и\ = vt (и) их, i = 1, . . ., N, т. е. мы получили решение исходной 
системы (18). Заметим также, что из второго уравнения следует, что ия

х Ф О 
для любого гладкого решения системы (18). 

Обратно, если есть решение и = и (х, t) системы (18) и в окрестности 
точки (ж0, t0) производные ихяе обращаются в нуль, построим решение wt (и) 
системы (19), для которого и1 (х, t) является единственным решением урав
нений (20) для некоторой окрестности точки] (иг = иг (х0, £0), х0, £0).Взяв 
щ (х) = и1 (х, t0), i = 1, . . ., N, за начальные условия задачи Коши для 
исходной системы (18), из (20) получим значения исходных функций wt (и) 
на кривой щ (х): 

(23) wt (и0 (х)) = vt (u0 (x)) t0 + х, i = l, . . ., N. 

Так как иох {%) Ф 0 по условию, для указанных начальных данных — зна
чений функций ivt (и) на кривой и = и0 (х) в окрестности этой кривой суще
ствует и единственно решение системы (19) с начальными условиями (23). 
Покажем, что для найденных функций wt (и) система (20) имеет однозначное 
гладкое решение в окрестностях точки (щ, х0, t0). Действительно, системе 
уравнений 

(24) Ф (и1, . . ., и71, х, t) == wt (и) — vt {и) t — х = 0, 
i = 1, . . ., ДГ, 

(относительно неизвестных и1, . . ., uN) по построению удовлетворяют зна
чения (щ, х0, £0), причем в этой точке якобиева матрица (дФ1/дии) невырож-
денна: 

дФг/ди* = duWi - t0dKUi = M i f t , Mi4 = 0 при 1ф к, 
МЦ = dtWi — t0diVi Ф 0. 

Обоснования требует лишь последнее неравенство. Для этого продифферен. 
пируем (24) по х\ в точке (щ, х0, t0) будем иметь Мц (и) щх — 1 = 0 , откуда 
дФг1диг = Мц Ф 0. Таким образом, по теореме о неявной функции система 
(20) имеет в окрестности точки (щ, х0, t0) единственное решение и (х, £)»• 
являющееся гладкой функцией от х, t. По построению, и (х, tQ) = и (х, t0), 
и так как согласно доказанному выше и (х, t) — решение исходной системы 
(18), оно совпадает с заданным решением и (х, t) в окрестности точки (х0, t0) 
в силу единственности решения задачи Коши для системы (18). Теорема до
казана. 

Как и в случае N = 2, можно доказать, что любое решение wt (и) сис
темы (19) определяет симметрию 

(25) и\ = wt (и) их, i = l, . . ., N, 
исходной полугамильтоновой системы (18), т. е. (18) и (25) коммутируют, 
Щ% = Щх, причем так получается любая симметрия первого порядка, т. е. 
любая коммутирующая с исходной система гидродинамического типа. 

Конструкция теоремы сводит интегрирование исходной квазилинейной 
системы (18) к решению линейной системы (19) и к вычислению функций 
и1 (х, £), . . ., uN (x, t), заданных неявно уравнениями (20). Тем самым она 
является обобщением на случай N > 2 метода годографа (см. выше утверж
дение 1). Поэтому ее естественно назвать обобщенным методом годо
графа. 

Сделаем еще несколько замечаний об интегралах гидродинамического 
типа, 

(26) / [и] = \Р {и) dx, (26) 
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диагональных систем гидродинамического типа (опуская доказательства [62]). 
Полугамильтонова система вида (18) имеет континуальное семейство неза
висимых интегралов гидродинамического типа, локально параметризуемых 
N функциями одного переменного. Плотности этих интегралов ищутся из 
следующей системы совместных уравнений: 

(27) д&р д-&— д{р ^ — д.р = о, t Ф /. х ' L J и • — v. v. — v. J J 
J г г з 

Для гамильтоновых систем (18) эти интегралы отвечают коммутирующим 
системам вида (25) и образуют полное на множестве монотонных функций 
семейство [ 62]. Пока связь этих интегралов с коммутирующими системами 
гидродинамического типа в общем негамильтоновом (полугамильтоновом) 
случае неясна. Общей теории полугамильтоновых систем, аналогичных 
гамильтоновым, пока не построено. Они и определяются пока лишь в диаго
нальной (римановой) форме через дифференциально-геометрические соотно
шения (17). Поэтому задача для полугамильтоновых систем до конца не 
решена. Напомним, что мотивировкой введения Царевым [61] класса полуга
мильтоновых систем было то, что уже для N = 2, d = 1 не все системы гидро
динамического типа гамильтоновы, хотя все они интегрируемы методом 
годографа и диагонализуемы. В некоторых задачах типа химической кинетики 
(см. [49, 50]) появляются примеры диагональных полугамильтоновых нега-
мил ьтоновых систем. Тем более важно понимание — что такое общий класс 
недиагонализуемых полугамильтоновых систем. 

Можно показать также, что при N > 3 гамильтонова система вида (18) 
общего положения (в частности, недиагонализуемая) имеет лишь (N + 2)-
мерное семейство интегралов гидродинамического типа. Это семейство по
рождается гамильтонианом, импульсом, а также АГ-мерным аннулятором 
скобки — интегралами от плоских координат, в которых метрика, задаю
щая скобку Пуассона (10), постоянна. 

П р и м е р 2. Уравнения Бенни (см. выше пример 2.3). Для приведе
ния этой системы к диагональному виду рассмотрим, следуя [32, 78], алге
браическую кривую, заданную уравнением 

(28) F(Kv) = -\i + K+ V -\ 

Пусть (Хр, \1Р), р = 1, . . .,2/?. — точки ветвления этой кривой (относительно 
проекции на ^-плоскость), т. е. %р — корни уравнения 

( 2 9 > ^ - I b = о 
(и + А.)2 

(будем предполагать все эти корни вещественными — это выделяет область 
гиперболичности уравнений Бенни). В переменных [х1? . . ., \i2n уравнения 
Бенни записываются в виде 

(30) [ipt = Лр (ц,17 . . ., |х2п) \ipx, р = 1, . . ., 2га. 

Соответствующие диагональные элементы метрики gp, р = 1, . . ., 2п,— это 
вычеты мероморфного дифференциала 

(31) -3^ 
на кривой (28), вычисленные в точках ветвления (наблюдение Царева). 
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УРАВНЕНИЯ ГИДРОДИНАМИКИ СОЛИТОННЫХ РЕШЕТОК 

§ 5. Метод усреднения Боголюбова — Уизема для теоретико-полевых систем 
и солитонные решетки. Результаты Уизема и Хейеса 

для лагранжевых систем 

Хорошо известно, что во многих задачах теории нелинейных колебаний 
весьма эффективен так называемый метод усреднения Н. Н. Боголюбова и др. 
(см. [6]). Этот метод применяется в том случае, когда невозмущенная система 
обладает каким-то количеством циклов — точных периодических решений 
(однофазный случай) или инвариантных торов — квазипериодических ре
шений (многофазный случай), зависящих от нескольких параметров. Фазовая 
частица, находящаяся вблизи от этого семейства решений, будет «быстро» 
колебаться вдоль торов этого семейства и «медленно» дрейфовать по пара
метрам; возникает усредненная по быстрым колебаниям система для медлен
ного дрейфа по семейству параметров, от которых зависят эти торы. 

Исследованию медленного дрейфа в первом приближении, оценке сле
дующих членов разложения по малому параметру — отношению быстрого 
и медленного масштабов, анализу резонансных случаев посвящен ряд клас
сических работ (библиографию см. в [6]). 

Возможны, в принципе, различные теоретико-полевые аналоги метода 
усреднения. Тот вариант, который обсуждается нами, является не только 
теоретико-полевым аналогом метода усреднения типа Боголюбова и др., но 
и нелинейным аналогом известного метода ВКБ в квантовой механике (или 
эйконала в оптике). В этом варианте сама система возмущению не подверга
ется; она обладает семейством точных решений («солитонных решеток») вида 

(1) ф (х, t) = Ф (кх + cot + т°, и1, . . ., uN), 

где к = к (и), со = со (и) —это га-компонентные векторы, Ф (т1? . . ., т т , 
и1, . . ., uN) — 2я-периодическая функция по каждой переменной 
тх, . . ., т т , зависящая от параметров м\ . . ., uN, вектор т° = (т?, . . ., т°т) 
произвольный. Ищутся решения исходной системы, имеющие вид (1) в первом 
приближении по естественному малому параметру 8 — отношению «быстрого» 
и «медленного» пространственно-временных масштабов. При этом парамет
ры решения уже являются не константами, а медленно меняющимися: функ
циями переменных х, t, иг = иг (&х, zt). При определенных условиях на 
семейство (1) решений исходной системы в первом приближении возника
ют так называемые уравнения Уизема медленных модуляций (уравнения 
гидродинамики солитонных решеток) 

(2) ит = v\ {и) uj
x, i = 1, . . ., N, T = &t, X = гх, 

где матрица v) (и) зависит от исходной системы и от семейства решений (1)--
Эта теория была начата Уиземом в 60-е годы (см. [58, 93, 94]), затем продол
жена В. П. Масловым (см. [43]), Люком [89], Хейесом [80], Абловицем и Бен
ни [63], Гуревичем и Питаевским [14, 15], Флашкой, Маклафлином и Форе-
стом (см. [73]), С. Ю. Доброхотовым и В. П. Масловым [19, 69]. 

Имеются различные алгоритмы вывода уравнений медленных модуля
ций, эквивалентность которых аккуратно обоснована лишь в однофазном 
пространственно-одномерном случае. Опишем их вкратце в пространственно-
одномерном случае. Пусть эволюционная система, обладающая семейством 
решений вида (1), имеет вид 

(3) Ъ = К (ср, Фх, . . ., <р(»>) 
(ф, К — векторы). 
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А. Нелинейный аналог метода ВКБ. Ищутся формальные асимптоти
ческие решения уравнения (3) в виде 

(4) ф = ф 0 + e<Pi+ е2ф2+ . . ., 
где г — малый параметр, главный член ср0 имеет вид (1) с медленно меняющи
мися параметрами и1, . . ., uN, т. е. 

(5) Ф0 (*, t) = Q>(S (X, Г)/е, и (X, Т)), 
X = гх, T=et—«медленные» координаты и время, S (XjT) = (Sx (X, Г), . . . 
. . ., Sm (X, Т)) — вспомогательная гладкая вектор-функция; следующие 
члены ряда (4) имеют вид, аналогичный (5), т.е. 

(6) cpfe (х, t) = Фк (S (X, Г)/е, X, Г), А = 1, 2, . . ., 
где Ф^ (тх, . . ., т т , X, Г) — некоторые функции, 2я-периодические по тх, . . . 
. . ., т т , гладко зависящие от параметров X, Т. После подстановки ряда (4) 
в систему (3) получим следующие соотношения: 

(7) Sx - к (и (X, Г)), ST = со (и (X, Г)) 
(равносильные, очевидно, тому, что главный член ф0 (#, £) при е-> О сходит
ся — в смысле слабого предела — к точному решению (1)г) в области | х \9] 
\ t \ <^ г"1), и цепочку линейных уравнений 

(8) ЬФК= F„ А = 1, 2, . . . 
(здесь Ф^ = Ф^ (т, X, 71)), где оператор 

— линеаризация уравнения (3) на решении (1), в которой дифференцирова
ния по t, х заменены на содт, кдх, невязки Fk суть некоторые функции от 
и1, . . •, uN, ф0, . . ., фк-х, а также их производных. Оператор!/ действует 
в пространстве 2я-периодических функций от переменных тх, . . ., т т . Его 
коэффициенты зависят от т и от X, Т как от параметров. Приведем явное вы
ражение для первой невязки Fx (оно нам скоро понадобится): 

(10) F1 = { - дт + - g - дх + -IjjL- [2 (АЗТ) Зд- + (кхдх)] + . . .} Ф (т, «(X, Т)). 

В формулах (9), (10) функция К и ее производные вычисляются на точном 
решении (1), т. е. мы заменяем ср, ср̂ ., . . . на Ф (т, и (X, Т)), кдхФ (т, и (X, Т7)) 
и т. д., к = к (и (X, Г)). 

Заметим, что из (7) вытекают уравнения совместности 
(И) кт = o)Z, 

к = к (и (X, Г)), (о = со (и (X, Г)) — m-мерные векторы. Это часть урав
нений медленных модуляций. Оставшиеся уравнения на функции и (X, Т) 
возникают как условия разрешимости уравнения (8) при к = 1 в простран
стве 2я-периодических функций переменных хх, . . ., т т . Для такой разре
шимости должны выполняться условия ортогональности первой невязки Fx 
ядру сопряженного оператора L*: 

2П 2Я 

(12) J • . . $ 1 / а^ т т = 0, а = 1,...,.». 
о о 

Здесь г/а = z/a (т) — нулевые моды оператора L*, действующего в простран
стве вектор-функций на иг-мерном торе. При m = 1 L* является обыкновен-

х) В однофазном случае; в многофазном случае требуется более тщательный анали 
резонансных случаев — см. [68]. 
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ным дифференциальным оператором, так что число его нулевых мод заведомо 
конечно (в ряде важнейших примеров мы найдем эти нулевые моды явно); 
при т ^> 1 задача об отыскании нулевых мод оператора L* более сложна^ 
число их меняется при прохождении через резонансы — см. [17, 18]. 

Возвращаясь к соотношениям (11), (12), заметим, что они представляют 
собой систему линейных однородных уравнений относительно производных 
иг

Т, и к (см:, явный вид (10) невязки F^ с коэффициентами, зависящими от и» 
Эту систему можно разрешить относительно ит, . . ., иТ, т. е. записать в виде 
системы (2) уравнений гидродинамического типа, если выполнено условие 
Невырожденности 

(13) rk {dkjdu1) + rk(^ dmxya - g . ) = N. 

Таким образом, при выполнении этого условия система уравнений (11), (12) 
однозначно определяет медленные модуляции параметров и1, . . ., uN. 

Строго говоря, приведенные рассуждения применимы лишь в однофаз
ном случае, хотя ответ — уравнения медленных модуляций — используется 
и в многофазном (по крайней мере, в важнейших классах примеров). По по
воду точных формулировок многофазного нелинейного метода ВКБ см. [18л 
69]. 

Б. Лагранжева формулировка метода усреднения (см. [58]). Пусть ис
ходная система имеет лагранжев вид 

(14) ~ |j L (g, qx,qt) dx dt = 0,. 

(15) q=Q (kx + co£ + x°, u\ . . ., u2W) 

— семейство ее инвариантных торов, Q (т17 . . ., т т , и1, . . ., u2m) — завися
щая от 2m параметров и1, . . ., и2т функция на m-мерном торе, т° — произ
вольная точка этого тора. Определим усредненный лагранжиан, полагая 

(16) X (кг со,, и) = (2п)~т J L (Q (т, и), kQx (т, и),. ®QX (т,( и)) dmx 

(переменные /с, со, и здесь считаются независимыми), интеграл берется по 
m-мерному тору 0 <] xt <^ 2я, г = 1, . . ., т. Тогда уравнения медленных 
модуляций на параметры и = и (X, Т) получаются как уравнения экстре
малей функционала 

(17) 8 (к, со, и) = 1%(к, со, и) dX dT 

со связью 
(18) кт = CO.Y 

(ср. (И)). Явный вид этих уравнений таков: 
(19) дх£н + дтХа = 0, 

(20) 4— = 0* 
Последние уравнения (20) дают «дисперсионные соотношения» к — к (и)$ 
со = со (и), выполняющиеся для решений (15) (это верно при условии невы
рожденности гессиана £игJ). Таким образом, уравнения медленных моду
ляций на функции и1 (X, Г), . . ., и27П (X, Т) имеют вид (18), (19), где сделана 
подстановка к = к (и), со = со (и). Ясно, что это система гидродинамического 
типа. 

Следуя Хейесу [80] и Уизему [58], приведем эти уравнения к гамильто-
нову виду в переменных типа Клебша. Для этого будем рассматривать урав
нения (18), (19) как уравнения на вектор-функции к (X, Г), со (X, Г). Эти 
3 УМН, т. 44, вып. 6 
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уравнения можно записать в лагранжевой форме, вводя потенциал S (X, Т)г 
где Sx\= к (и (X, Г)), ST = со (и (X, Т)) (в силу (18)), и рассматривая лаг
ранжиан 5? = 5?(5jf, ST), где 

(21) 3 (к, со) = X {к, со, и (к, со)), 
и — и (к, со) в силу «дисперсионных соотношений» (20). Делая преобразова
ние Лежандра 

(22) {S,ST)->(s,J = Jg-

(23) X = M{SX,J) = JST-X{SX,ST),. ST = ST(J,SX)% 

получаем гамильтонов вид уравнений медленных модуляций с гамильтониа
ном Ж и каноническими скобками Пуассона 

(24) {Sa (X), Jb {¥)} = Ьаф (X -Y), а, Ъ = 1, . . ., т. 
В переменных к = Sx, J канонические скобки Пуассона перепишутся в виде 

(25) {ка (X), Jb (Y)} = б0Ьб' (X - Y). 
Уравнения медленных модуляций (18), (19) в этих переменных снова запи
шутся в гамильтоновом виде с тем же гамильтонианом Ж = Ж (к, J): 

(26) кТ = дхЖл, 
(26') / т = дхЖ*. 

Обратим внимание читателя, что это гамильтоновы уравнения со скобкой (25) 
и гамильтонианом Ж гидродинамического типа. Приведенный вывод гамиль-
тоновости усредненных уравнений привязан к специальным переменным 
типа Клебша, характерным для систем, происходящих из невырожденных 
лагранжевых уравнений, где гамильтонов формализм элементарно определя
ется лагранжевым и записывается в канонических переменных (здесь для 
перехода к ним половину переменных надо проинтегрировать по X). 

Проясним смысл переменных / , ограничиваясь, для простоты, однофаз
ным случаем (ш = 1). Имеем: 

(27) / = (2я)"1 аю ф L (Q, kQxr co£T) dx = (2п)^ j>Qx^dx = (2ji)"i § p dqr 

где мы положили р = -~—• Таким образом, / — это переменная действия, 
oqt 

канонически сопряженная угловой переменной т. 
Отметим также, что уравнения (19) могут быть получены по схеме п. А 

как условия ортогональности первой невязки F± функциям из ядра опера
тора L*, сопряженного к линеаризации (9), если взять следующие функции 
из ядра L*: QXo . . ., Q%m* 

В. Метод усреднения законов сохранения (см. [94]). Пусть эволюцион
ная система (3) обладает N локальными полевыми интегралами 

(28) Ii=\Pi (ф, срх, фхх, . . .) dx, i = l , . . . , N. 
Пусть Qi = Qi (ф, фх, . . .) — соответствующие плотности потоков,у т. е. на 
решениях системы (3) выполнены соотношения 

дР, dQ. 
(29) -ЗГ=-лГ« t = U...xN. 

Рассмотрим усредненные величины 
(30) Р, (и) = (2я)- J Pt (Ф (т, и), . . .) dm% = /„ 
(31) Qt (и) = (2я)-™ J Qt (Ф (т, и), . . .) <Гт. 
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Тогда уравнения медленных модуляций параметров и1, . . ., uN записыва
ются в виде 

дР. дО. 
(32) -аГ-ЦТ-* * = 1 . - - . ^ . 

Снова получаем систему гидродинамического типа, если det (dPi/duJ) -ф 0. 
Как сопоставить этот рецепт вывода усредненных уравнений с предыду

щими рецептами *)? Можно показать, что градиенты бТубф (х) законов со
хранения являются нулевыми модами оператора L*, сопряженного к линеа
ризации (9), причем условия ортогональности вида (12) этим градиентам 
совпадают с усредненными законами сохранения (32). Из этого нетрудно 
вывести, что усредненные уравнения не зависят от выбора усредняемых 
законов сохранения. Ясно, что форма усредненных уравнений сохраняется 
при редукции iV-мерного семейства инвариантных торов (1) к меньшему, 
(N — д)-мерному семейству, выделяемому среди (1) фиксацией какой-то 
части интегралов /7 l , . . ., Ij . 

Аналогично формулируется рецепт вывода уравнений медленных мо
дуляций, отвечающих малому возмущению уравнения (3) вида 

(33) ер, = К (ф, сря, . . ., ф<п)) + £ # i (ф, ф*, • • О-
В этом случае величины It сохраняются лишь приближенно, и для их плот
ностей будем иметь соотношения 

дР. дО. 
(34) _ ! - = _ J L + е Л , , ; = l , . . . , iV„ 

где Rt = Rt (ф, фх, . . .) —некоторые функции, несложно вычисляемые по 
Pt и Кх. Введем усредненные величины 

(35) Bt (и) = (2я)-« J Л» (Ф (т, и), . . .) dmx. 

Уравнения медленных модуляций записываются в виде 
дР. дО. 

(36) _ А _ = _ ^ + / ?., ^ l , . . . , . i V . 

Очевидно, они эквивалентны неоднородной системе гидродинамического типа 
вида 

(37) ит = v) (и) и?х + Ъ1 (и), i = 1, . . ., N. 

Пример см. ниже в § 9. 

§ 6. Уравнения Уизема гидродинамики слабо деформированных 
солитонных решеток для гамильтоновых теоретико-полевых систем. 

Принцип сохранения гамильтоновости при усреднении 

Пусть исходная эволюционная система 
(1) ф, (х) = К (ф, фж, . . .) = {ф (ж), Я [ф]}, 

ф = ( ф « ) ? гамильтонова по отношению к локальным трансляционно-инва-
риантным теоретико-полевым скобкам Пуассона, 

м 
(2) {ф* (х)г ФР (у)} = S Bf (Ф {х)г Ф ' (х), . . ., Ф

(п*> (х)) 6<*> (х - у) 
к=0 

х) В этом направлении в [19] получен такой общий результат: если интегралы (28) 
таковы, что разность dP\\dt — dQ\ldx «делится» на исходную систему, т. е. имеет вид 
Ъ\ (фг — К (ф, фх, . . .)), где Zi = Zi (dt, дх) — дифференциальный оператор, то из 
существования формальных асимптотик (4), (5) вытекают соотношения (32). 

3* 
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(рассматриваем сейчас только пространственно-одномерный случай), где 
гамильтониан Н [ср] является локальным полевым функционалом, 

(3) # [ Ф ] = $ М < Р (*), Ф'(*)> . • -)dx. 

Пусть, далее, задано TV-параметрическое семейство точных квазипериоди
ческих решений уравнения (1) вида 

(4) ф (х, t) = Ф (кх + (ot + т°, и1, . . ., uN), k = к (и), со = со (и), 

Ф(тх, . . ., тш , и1, . . ., uN) — 2я-периодична по т1? . . ., т т . Будем предпо
лагать, что выполнено условие невырожденности 

(5) rk (dkjdu1) = т. 

Оказывается, при некоторых дополнительных предположениях усред
ненная по (4) система (1) — уравнения медленных модуляций параметров 
и1, . . ., uN— наследует гамильтоновость. Это означает, что она также га-
мильтонова по отношению к так называемым усредненным скобкам Пуас
сона, однозначно определяемым по (2), (4), причем усредненные скобки — 
всегда гидродинамического типа. 

Перейдем к точным формулировкам. Предположим, что система (1) 
обладает N попарно коммутирующими локальными интегралами, 

(6) 1Ь [Ф] = \pt (Ф (я), Ф ' (х), ...)dx, i = l , . . . , N, 

(6') {/„ lj} = 0. 

Среди них содержится гамильтониан; пусть, скажем, 1г = П. Предположим 
также, что на решениях (4) выполнены соотношения 

(7) 1% [Ф] = и\ i = 1, . . ., N 

(условия на выбор параметров и1, . . ., иу). Будем также предполагать, что 
коэффициенты Въ скобки и плотности Pt интегралов являются полиномами 
(или аналитическими функциями) от ф, ф', . . ., фс для некоторого L. Опишем 
процедуру построения усредненной скобки. Рассмотрим попарные скобки 
плотностей интегралов (6): 

(8) {Pt (Ф (х), Ф ' (х), . . .), Pj (Ф (У), Ф' (у), . . . ) } = 
= ЪА$ (Ф (*), Ф ' (х), . . .) 6<*> (х- у), i, j = 1, . . ., N. 

ft 

В силу коммутации (6') имеем: 

(9) ^ **dx = °^Ао (ф (*).. Ф' И* • • •) = 9xQi5 (Ф (х), q/ (х)г. . .). 

Введем метрику gn* (и) и связность Ьъ (и) (см. выше § 2), полагая 

(1.0) g^u) = (2п)~т J Aj (Ф, Ф', . . .) dmxr 

(11) Ъ% (и) = - ^ (2л)-™ С £ i j (Ф, Ф', . . .) dmr 

(здесь Ф = Ф (т, и), Ф' = к (и) дхФ (т, и) и т. д.). 
Т е о р е м а 1 .1) При перечисленных предположениях операция 

(12) K ( I ) , и> (Y)} = gij (и (X)) V (X - Y) + 
;+ ^ (»(X)) «*в (х - У), *, / = 1, . . . , N 

задает «усредненную» скобку Пуассона (гидродинамического типа). 
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2) В координатах и1, . . ., uN метрика gtJ (и) является сильно лиувил-
левой, 

(13) ^ (и) = vij (и) + Г (и), Ь[> (и) = - V Y
ij (и), 

(13') у<> (и) = (2n)-» $ <?ij (Ф, Ф' , . . . ) сГх + т;3, 
где Yo7 — некоторая постоянная кососимметрическая матрица. 

3) Уравнения медленных модуляций параметров и1, . . ., и-̂ , построен
ные согласно § 5, ?г. В, гамилътоновы по отношению к скобке (12) с гамиль
тонианом 

(14) Я?=$!АЫГ=й; ^ = (2я)-™$Л(Ф,Ф\...)йтт, А = Л -

3 : Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим скобку на расширенном простран
стве полей ф (#, X), зависящую от параметра s, по следующему правилу: во 
всех формулах (2), (8), . . . заменяем 

/ф (Х) - » ф (X, X),. 

(15) Ь х ^ ^ + еЗл:* 
{b(x-y)->8(x-y)8(X~Y). 

Получим, в частности, 
м 

(16) (Ф« (х, X), ФЭ (у,. У)}8 = S ^ f (Ф {*г X), Фзс (х, X) + 
fe=0 

+ еФх (х, X), . . .)[б(К>(х-у)6(X - Y) + е А б ^ ( ж - г/)б'(X - У) + . . . 
... + E4{x-y)bw{X-Y)]. 

Правая часть является полиномом (или сходящимся рядом) от 8. Операция 
{•, • }8 линейно продолжается на полиномы (или сходящиеся степенные ряды) 
от 8 с коэффициентами — функционалами от ф. 

Л е м м а 1. Операция {•, -}8 задает скобку Пуассона, зависящую от 
параметра г. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим другую скобку {•, -}0 на про
странстве полей ф (х, X), полагая 

м 
{Фа(*,Х)гфР(у,У)}0= 2 Bf (<p(xrX),<px(x,X),...)6™(x-y)8(X-Y) 

(«прямая сумма» скобок (2)). Очевидно, что она обладает всеми свойствами 
скобки Пуассона. Но {•, -} е получается из {•, «}0 линейной заменой пере
менных х, X, 

Or, X)->{z, гх+ X). 
Лемма доказана. 

В частности, для плотностей интегралов (6) скобка (16) запишется в виде 
(17) {Pi (Ф (х, X), Фх (х, X) + 8Фх (х, X), . . .), Pj (Ф (г/, У), <ру (у, Y) + 
+ 8ФУ (г/, У), . . .)>е = S А*5 (ф (*,. X), Фх (А X), . . .) S w (x - у) б (X - У) + 

к 
+ в [SЛ#(Ф, Фх, Фл-, • • • )б ( К ) ( x - y )6 (X -Y ) + 

К 

+ S ^ (ф, Ф», • • •) б(*_1) (^ - г/) б' (X - У)] + О (е2), 
где 

с?Л^ дА^ 
^ = ^ ф - + 2 - ^ - ^ + - - - ' ^ = 0 , 1 , . . . . 
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Заметим, что из соотношения А2
0

3 = dxQlJ (см. (9)) вытекает, что 
(18) ^ = ^ ^ ( ф , Ф х , Ф х х , . . . ) . 

Рассмотрим подалгебру Ли функционалов от ф (х, X), порожденную плот 
ностями интегралов Pi (ф, фх + &(рх, • • •) относительно скобки {•, -}i = 
= 8"1 {•, '}г. Для функционалов 

(19) и[ (X) = JP, (Ф (х, X), Фх (*, X) + 8Фх (х, X), . . .) их, 
* = 1 , . . ., N, 

в этой подалгебре будем иметь, в силу (17), (18): 
(20) { 4 (X), и\ (У)Ь = dxQij (Ф, Фх, Ф.х,, . . .) б (X - Y) + 

+ A{j (ф, Фж, Фзсж,. . . . ) б'(Х - У ) Ч - О (е), 
где чертой обозначен интеграл по х. Из косой симметрии и тождества Якоби 
для скобки {•, • }1 вытекает косая симметрия и тождество Якоби для главного 
члена дх(?-Ь (X — Y) + A\jS' (X — Y) в (20). Осталось заметить, что на 
функциях ф (х, X) вида 

(21) Ф (х, X) = Ф (кх + (ot + т°, и (X))v k = k(u (X)) 
(t фиксировано) имеем 

ul (X) = и' (X) + О (е), 

dxQij = blj (и (X)) ик
х, 

Alj = g« (и (X)) 
(мы заменили среднее по х средними по тору, пользуясь невырожденностью 
(5)). Поэтому переходя в (20) к пределу 8-^-0, получаем скобку (12). Сле
довательно, (12) — скобка Пуассона. 

Лиувиллевость метрики в координатах и1, . . ., uN очевидна из формул 
(11). Докажем сильную лиувиллевость. Во-первых, линейным заменам па
раметров и1 —>• а1 == с)и* отвечает такое же линейное преобразование интегра
лов Pt. Матрица уг} (и) при этом преобразуется как тензор. Следовательно,: 
вся конструкция инвариантна по отношению к линейным заменам координат. 
Пусть теперь £х, . . ., ip,j\, . . . , /g , p + q = N,— разбиение множества 1, . . . 
. . ., N на два непересекающихся подмножества. Применим процедуру усред
нения скобки (2) по р-мерному семейству m-мерных торов, выделяемых среди 
(4) уравнениями 

(22) и^ = const, . . ., U3Q = const. 

Для полей и*1, . . ., игр получим лиувиллеву скобку Пуассона гидродинами
ческого типа, задаваемую матрицей 

(23) Y V ' = YV/ (и \ . . .,. и\ и^ = const, . . . , uq = const). 
Это и означает сильную лиувиллевость. 

Далее, интегрируя формулу (8) с / = 1 по у, получим: 
^ Л Ф М » • • •) Л0П(Ф(Я), • • •) 

(24) twy.—L = {pi{(p{x),...)iIi)=w_w}Lh—1, t=u...N. 
Поэтому усредненные уравнения имеют следующий вид: 

(25) ит (X) = ^jrPi = - ^ - = b£ (и (X)) и\ = {и* (X),. J v> (Г) dY} . 

Теорема доказана. 
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З а м е ч а н и е 1. Решения (4) образуют общие инвариантные торы 
для семейства гамильтоновых попарно коммутирующих систем с гамильто
нианами /1? . . ., IN' 

Гдф (х) 
(26) - ^ ={<р(я),/*), к = 1 , . . . , N 

(при к = 1 имеем исходную систему (1)). Уравнения медленных модуляций 
параметров и1, . . ., uN для этих систем имеют вид 

(27) 4 , = b? (u)us
x, i = 1,. . . , Л7, Г , = 8^. 

Все эти уравнения гамильтоновы по отношению к скобке (2) с гамильтониа
нами ^ uudX и попарно коммутируют. 

Если исходная гамильтонова система (1) эквивалентна лагранжевой 
системе, то из теоремы Уизема — Хейеса (см. выше § 5, п. Б) вытекает, что 
усредненная скобка невырожденна и в переменных ки . . ., кт1 /1 ? . . . , [ / w , 
где Ja — переменные действия, канонически сопряженные к углам та на 
торах (4), приводится к постоянному виду 

(28) {ка (X), Jb (Y)} = бо6б' (X - Y). 
Проведенный авторами анализ ряда примеров позволяет высказать гипоте
зу, что в более общем случае, если N = 2т + к, и среди интегралов /2, . . , 
. . ., IN ровно к образуют аннулятор скобки (2), причем поверхностями уров
ня аннуляторов 

(29) Ijl = const, . . ., 7/ t = const 
и «волновых чисел» 

(30) кг = const, . . ., кт = const 
(эти величины также лежат в аннуляторе исходной скобки (2)) инвариантное 
многообразие (4) расслаивается на семейство вполне интегрируемых гамиль
тоновых систем, то в переменных и^ , . . ., и3*, к1ч . . ., кт, /1 ? . . ., Jm усред
ненная скобка постоянна. 

П р и м е р 1. Рассмотрим нелинейное волновое уравнение 
(31) qtt - fee + Г (?) = 0. 

Оно гамильтоново в переменных д, р = qt со скобками 
(32) {q(x), p(y)} = b(x-y), 

остальные скобки нулевые, и гамильтонианом 

(33) Н = 5 [ 4 " (Р2 + 4%) + У (?)] dx. 
Кроме интеграла энергии 1г = Н есть еще интеграл импульса 

(34) h = P = \pqxdx 

(генератор трансляций). Семейство однофазных (периодических) решений 
имеет вид 

(35) q {х, t) = Q (kx + со* + т°), Q (т + 2я) = Q (т), 
(35') (со2 - к2)1/* dQ = [2(Е - V (0)]1/* dx, 

где константа интегрирования Е связана с волновым числом к и частотой ео 
(произвольными параметрами) дисперсионным соотношением 

(36) (со2 - k2y/*j)dQ/f2(E - V{Q)) = 2л 
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(интеграл берется по всей области осцилляции V (Q) ^ Е). Из (33), (34) 
вместе с (36) величины /с, со можно выразить через и1 = 1г = Н,и* = 12 = Р. 
Вычислим усредненную скобку Пуассона. Полагая 

(37) Р1 (х) = \ (р2 + ql) + V (q), Р2 (х) = р (х) д' (х), 

будем иметь 
{Р^х), Рх (у)} = {Р2 (х), Р2 (у)} = (q'pY 6(х-у) + 2q'p8' (x - у), 

{Pi (х), Ра (У)} = (Р2 + q'2) б' (х-у) + [(Р2 + q'2)/2 + V (q)Y б (х - у), 

{Р2 (х),] Рх (у)} = (р2 + <?'2) б' (х-у) + [(р2 + д'2)/2 - V (q)Y б (х - у). 

В этих формулах р = р (х), q = q (х). Поэтому матрица (ylj (и)), задающая 
скобку в лиувиллевых координатах и1 = И, и2, = Р, имеет вид 

(38) (viJ) = fB i!!2A t 
(39) А = А (и1, w2) = V (<?). 

Усредненные уравнения имеют вид 
(40) и\ = и\, и% = (и1 — 2А)А-. 

Они эквивалентны уравнениям одномерной релятивистской гидродинамики 

(41) ат J 

дХ 

в двумерном пространстве-времени (с = 1), где тензор энергии-импульса 
имеет вид 

(42) (Т13) = и2 и1 — 2А 

Он получается усреднением из тензора энергии-импульса исходной систе
мы (31): 

(42') t% (О = 
Рх -Р» 
Р2 P i - ^ F j " 

Усредняя (по схеме п. В предыдущего параграфа) закон сохранения 

:0, Ь 1 w «X/ j 

сразу получаем (41). 
Величина 2А = <§ — ЗР — метрический след тензора энергии-импульса 

в метрике Минковского, ЗР — давление и $ — плотность энергии в сопут
ствующей системе отсчета, где тензор Т) диагоналей и имеет вид 

(43) (П -
• № т\= % — &>. 

Уравнение состояния, замыкающее систему (39), связывающее компоненты 
(Г}), определяется из (39). В силу лоренц-инвариантности эта связь накла
дывается только на инварианты ё\ 3d тензора Т). Плоские координаты, при
водящие скобку (36) к постоянному виду,— это /с, / (согласно конструкции 
Хейеса — см. выше), где 

(44) / = (2л)-1 (Ь р dq = uVk. 
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Их скобки имеют вид 
(45) {к (X), / (У)} = 6' (X - Г), 

О 1 \ 
остальные равны нулю. Метрика g^(a) = L 0 ] индефинитна» 

З а м е ч а н и е . Условия симметрии g2SblK = gjsbf связности b]? =* 
= ду^/ди* дают нетривиальное соотношение на функцию А = А (и1, и2): 

Это дает уравнение состояния в неявном виде 
(46) А = / ({и1 - А)2 - (и2)2), 2А = Щ - 3\ 

где функция / определяется потенциалом V исходного уравнения. 
Впервые гамильтоновость уравнений Уизема (41) в этом частном случае 

в переменных типа Клебша /с, / была установлена в [58, 80] (с использованием 
лагранжевости уравнения (31) и методов § 5, п. Б), а скрытый изоморфизм 
с релятивистской гидродинамикой был обнаружен в [43]. 

П р и м е р 2. Системы типа КдФ имеют вид 

(47) <pf = d x _ i | _ , // = $[<p|/2 + y(<p)]d:r 

со скобкой Гарднера — Захарова — Фаддеева 
(48) {ф (х), Ф (у)} = б' (х - у). 

Имеется три интеграла в инволюции: 

(49) / 0 = ^ ф их — аннулятор скобки, 

(50) 1г = ^ y2/2dx— импульс, 

(51) / 2 = Н = ^ [фх/2 + V (q>)]dx — гамильтониан. 
Семейство однофазных точных решений задается в виде ср = Ф (кх + co£)i 
Ф (т + 2зх) = Ф (т) и зависит от трех параметров, где 

(52) kdO = y 2 У ( Ф ) - - | - Ф 2 + аФ +bd%, 

константы к, со, a, b связаны одним соотношением 

(53) к ф ^ ф / ] / 2 7 (Ф) — ~ Ф2 + аФ + Ъ = 2п 

(интеграл по полному циклу осцилляции). Эти три параметра могут быть 
выражены через и0 = /0 , и1 = /х, и2 = 12. Скобка Пуассона в лиувиллевых 
координатах и0, и1, и2 задается матрицей (yVJ (и)) вида 

/1/2 и0 —cu° — a \ 

(54) (fj) = ° ul -с^-Ъ 
\ 0 и2 — си2 —6с + а2/2/ 

где с — —со/к. Вычисления аналогичны предыдущему примеру* 
Введем величины 
(55) р+ = ф2/2 - и\ р_ - (ф — Ф)2/2 = и1 — {и°)2/2. 

Их скобки Пуассона имеют вид в силу (54): 
(56) {р+, р_} = 0, {Р± (X), Р± (У)} = 2р± (X) б' (X - Y) + 

+ р±Ь (X - Y). 
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Это показывает, что обе переменные аналогичны импульсу («переносный им
пульс» р+ и «флуктуационный импульс» /?_); тем самым усредненная система 
типа КдФ представляет собой интересный вид «двухжидкостной» гидроди
намики. 

Можно показать, что плоские координаты, приводящие скобку к по
стоянному виду, суть /с, / , и0 = ф, где 

(57) J=-fe + fa/fbr f = f(a, b, с) = -JL ф Y2V (Ф) + сФ* + аФ+ bdO. 

Соответствующая матрица (g%3) в этих координатах имеет вид 
/О 1 0\ 

(58) (g^j= 1 о о . 
\0 0 1/ 

Другие примеры будут рассмотрены в следующем параграфе. 
Принцип сохранения гамильтоновости при усреднении, подробно рас

смотренный выше для простейшей задачи о модуляции начальных условий,, 
работает также в некоторых задачах, где возмущаются не только начальные 
условия, но и сама система, 

(59) <pt (X) = К (ф, фя> . . .) + e#i (ф, ф*, • • О» 
если возмущение «консервативно». При этом будут получаться неоднородные 
системы гидродинамического типа, гамильтоновы по отношению к неодно
родным скобкам гидродинамического типа (см. выше § 3). Уточним понятие 
консервативности возмущения. 

Будем рассматривать консервативные возмущения специального вида, 
порожденные инфинитезимальными деформациями скобки Пуассона (2) 

(60) {ф« (X)t фР (у)}е = {ф« (X), фЗ (у)} + 8 {ф* (*),. фР (y)}v 

где {•, •}—невозмущенная скобка Пуассона, а {•, • }±—коцикл, опреде
ляющий деформацию. При этом, по определению, требуется, чтобы опера
ция (60) была кососимметрична и удовлетворяла тождеству Якоби в линей
ном приближении по е. Требуется также, чтобы коцикл {•, >}г был локаль
ным, т. е. имел вид 

м 
(61) {Ф« (х), фР (у)}, = 2 Cf (Ф (х), Ф ' (*), . . . , ф(п*> (х)) 8т (х - у). 

Возмущенная система имеет вид 
(62) ф* (х) = К (ф, фя, . . .) + еЛГх (ф, фж, . . .) = 

= { Ф Й , Я } + е { ( Р й , Я } 1 1 

Для конечномерных скобок возмущения такого типа изучались в [36, 88]. 
Частный случай —• деформации, порожденные инфинитезимальными бэк-
лунд-преобразованиями 

(63) ф а (X) - > ф а (X) + 8 / а (ф (X), ф' (X), . . .)-

Коцикл {•, -}г тогда когомологичен нулю1). Соответствующие возмущения 
(59) получаются подстановкой (63) в невозмущенное уравнение (1). В этом 
случае построение асимптотических решений возмущенного уравнения сво
дится к невозмущенному. 

Пусть для невозмущенной системы (1), ее семейства решений (4) и ин
тегралов (6) выполняются все условия теоремы 1. Пусть возмущение по-

х) Изучение соответствующей теории когомологий начато в [8]. По-видимому, в од-
нокомпонентном случае двумерные когомологий нулевые, т. е. любая деформация скоб
ки порождается инфинитезимальным бэклунд-преобразованием. 
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рождено инфинитезимальной деформацией скобки Пуассона, т. е. имеет 
вид (60). Определим соответствующую усредненную (неоднородную) скобку 
Пуассона. Пусть 

(64) {Pi (Ф (*), Ф ' ( х ) , . . . ) , . Р} (Ф (У), Ф' (У)г • • .)>1 = 

= 3 ^ ( ф ( ^ Ф , ( ^ - - - ) в ( * ) ( * - У ) -
ft 

Положим 

(65) hi5 (и) - (2л)~™ J # l j (Ф,, Ф ' , . . . ) сГхж 

где Ф = Ф (т, и), Ф ' = к (и) д%Ф (т, и) и т. д., величины gV (и), Ь]? {и) 
определим по невозмущенной скобке формулами (10), (11). 

Т е о р е м а 2. При перечисленных предположениях операция 

(66) К (X), и* (У)} = ^ (и (X)) б' (X-Y) + bij (И (X)) и | 6 (X -
— Y) + hij (и) б (X — У) 

задает неоднородную скобку Пуассона гидродинамического типа. Уравнения 
медленных модуляций параметров и1, . . ., uN гамилътоновы по отношению 
к скобке (66) с гамильтонианом Ж = \ иго1Х = Н. 

Доказательство аналогично теореме 1. 
Поскольку уравнения kT = coz сохраняют свой вид при произвольном 

гамильтониане и произвольном возмущении, переменные кг, . . ., кт лежат 
в аннуляторе конечномерной скобки it13. Следовательно, алгебра Ли, задаю
щая в плоских координатах неоднородную скобку Пуассона гидродинамиче
ского типа (см. § 3 выше), имеет ттг-мерный центр. В ряде случаев уже из 
этого можно извлекать приводимость скобки (66) к постоянной. 

Рассмотрим теперь вкратце пространственно-многомерный случай, х = 
= (ха), а = 1, . . ., d. Пусть дана эволюционная система 

(67) ср* (х) = К (ф, фх, , с. .) = {ф (х), Я } , 

обладающая семейством инвариантных торов1Г т. е. периодических или ква
зипериодических решений вида 

(68) ф (х, t) = Ф (каха + cot + т°, и1, . * ., uN), 

где тга-векторы ка имеют вид ка (и1, . . ., uN), остальные обозначения анало
гичны (2)—(4). Пусть, далее, заданы попарно коммутирующие локальные 
полевые интегралы системы (67), 

It [ф] = ^Pt (ф (я), ф' (х), , „ .) ddxf i = 1, ш . ., N, 

причем на семействе (68) выполнены соотношения (7). Для построения усред
ненных уравнений и определения их гамильтоновои структуры рассмотрим 
попарные скобки Пуассона плотностей этих интегралов: 

(69) {iMq>(s), . . . ) , ^ ( Ф Ы . • • • ) > I = 
= А^ (ф (х), . , .) б (х - у) + А11а (ф (х), . , с.) ба (х — у) + . . .,. 

где многоточием обозначены слагаемые, содержащие производные дельта-
функции более высокого порядка. В силу попарной коммутации будем иметь 

(70) 4 j (Ф (*).-• О = - ^ С 4 " («р (*) . - . . ) • 

Определим усредненные скобки на пространстве полей и1 (X), . . ., uN (X), 
X = (Ха), Х а = гха, полагая 

(71) {J (X), и' (7)} = **** ( м (X)) б а (X - У) + Ь Г (и (X)) ц*б (X - 7),. 



7 6 Б. А. ДУБРОВИН, С. П. НОВИКОВ 

к о и 
где иа = дха 

(72) g^(u)==~Af\ #Г{и) = ^т~фа. 

Как и выше, доказывается, что (71) —скобка Пуассона. Усредненные па 
торам (68) уравнения (67) гамильтоновы с гамильтонианом Н =)Н ddX-

Подчеркнем, что для построения гамильтонова формализма усреднен
ных уравнений существенна локальность законов сохранения. Поэтому наш 
подход к описанию гамильтонова формализма усредненных пространственно-
многомерных систем пока неприменим к интегрируемым системам типа 
Кадомцева — Петвиашвили, для которых законы сохранения нелокальны. 
Усредненные по алгебро-геометрическим решениям уравнения в этом случае 
впервые получены И. М. Кричевером [39]. 

Если система (67) эквивалентна лагранжевой системе, то, как и в про
странственно-одномерном случае, в переменных ка1, . . ., A*amf, «/"i, . . ., Jm, 
а = 1, . . ., d, усредненная скобка (71) приводится к постоянному виду: 

{каа (X), Jb (Y)} = баЬба (X-Y), а = 1, . . ., d, а, Ъ - 1, . . . т, 

остальные скобки нулевые. Другими словами, матрицы g^a (порядка 
т (d -f- 1)) при каждом а вырождены, если d ^> 1, и имеют ранг 2т (причем 
это свойство инвариантно по отношению к линейным заменам пространствен
ных переменных). Выполнено, однако, условие слабой невырожденности 
(см. § 2 выше): пересечение ядер всех матриц gj'a нулевое, а их образы по
рождают все т (d + 1)-мерное пространство. 

П р и м е р 3. Рассмотрим многомерное нелинейное волновое уравнение 

(73) qtt-Ag+V' (q) = О, 

где А = ^ (да)2 — оператор Лапласа по пространственным переменным 
(ха), а = 1, . . ., d. Интегралы энергии-импульса I u i = 0, 1, . . ., d, 
имеют вид 

(74) / 0 = / / = J P0ddx = J [р2/2 + (Vg)2/2 + V (q)] ddx, 

(75) Ia~\paddx=\pqaddxr 

где 
(76) p = qu {q (x), p (y)} = 6 (x — y), 

остальные скобки нулевые. Однофазные решения имеют вид 

(77) q (x, t) = Q (ках* + at), Q (т + 2я) = Q (т), 

где функция () имеет вид (35') с к2 = 2 J ^ L причем параметры со, кг, . . ., kai 
Е связаны одним дисперсионным соотношением, совпадающим с (36). Усред
ненные скобки имеют (многомерный) лиувиллев вид 

(78) К (X), uHY)) = [ 7 * (и (У)) + T
j i a (и (X))] 8а (X - Г ) , 

h 1 = 0, 1, . . ., d, 
где и0 = 10 = Я , гга — / а , 

(79) - v00a = иа, 7°Ра = а°баР, 

(79') 7Ро« = _ мо6«Р + д а р (u)? ? № = ^6Y0C + aY6pa, 

где индексы а, р, у = 1, 2, . . ., d, матрица Аа(5 (и) имеет вид 

(80) Аа$(и) = Р* + зд. 
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Усредненные уравнения имеют вид 

(81) -zLr- = О, Х° = Т = ги Ха = гх^ 

где тензор энергии-импульса Тг = Тг] (и) получается усреднением тензора 
энергии-импульса системы (73), как и в примере 1 (выше). 

Введем функцию F (Е), полагая 

(82) F (Е) = - 1 - § [2 (Е - V (£))]•/, dQ 

(интеграл по полному циклу осцилляции). Тогда «дисперсионное соотноше
ние» (36) запишется в виде 

(83) со2 — к2 = ЕЕ-

Явные формулы для координат и0, . . ., ud таковы: 
(84) и0 = Е + k2FFE, и* = ukaFFE. 

Тензор энергии-импульса Тгд (и) имеет вид 

(85) Т00 = и° = Е + k*FFE, Тш = - и " = - (okaFFE = Та\ 

(86) Г а р = (FFE1 ~ E) бар + kak$FFE. 

Следовательно, тензор Тг] приводится к диагональному виду Г00 = Щ, 
jap _ —дь$а$ переходом в сопутствующую систему координат, где вектор 
(со, к) ->• ((Ь, 0), со2 — к2 = со2. Получаем вид уравнения состояния: 

(87) % = Е, № = E — F(E) FE1 (E). 

В ы в о д . Усредненное по однофазным решениям (77) многомерное 
волновое уравнение (73) совпадает с уравнением многомерной релятивист
ской гидродинамики (ср. [43]) с уравнением состояния (87). Усредненная 
скобка (78) является скобкой Пуассона релятивистской гидродинамики. 

{и° (X), и° (Y)} = - [Гоа {и ( У ) ) + Тш {и (Х))] б а (X - У), 
{и» (X), и$ (У)} = 2™ {и (У)) бр (X - У) + ГР« (и (У)) 6 а (X - У), 

{мР (X), ?Л (У)} = ф (У) 6Y (X — У) + uv (X) бр (X — У), 
и0 = Г00, а а = —Тш. 

§ 7. Модуляции солитонных решеток 
вполне интегрируемых эволюционных систем. Метод Кричевера. 

Аналитическое решение задачи Гуревича — Питаевского 
о дисперсном аналоге ударной волны 

Вполне интегрируемые эволюционные системы типа уравнения КдФ 
обладают обширными семействами точных периодических и квазипериоди
ческих решений вида (6.4) с любым числом фаз пг = 1, 2, . . . — так назы
ваемых конечнозонных или алгебро-геометрических решений. Эти решения 
выражаются через хорошо известные в классической алгебраической гео
метрии тета-функции римановых поверхностей. Оказывается, для описания 
гидродинамики малых деформаций таких солитонных решеток методы алгеб
раической геометрии также оказываются весьма эффективными. Мы здесь 
продемонстрируем основные принципы применения алгебро-геометрических 
методов к изучению гидродинамики медленных деформаций солитонных 
решеток на примере уравнения КдФ. (Для других пространственно-одно
мерных интегрируемых систем в основном все аналогично; модуляции ко
нечнозонных решений пространственно-двумерных интегрируемых систем 
начали изучаться И. М. Кричевером [39, 40].) 
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Дадим сначала необходимые извлечения из теории конечнозонных ре
шений уравнения КдФ (см., например, [26]). 

Как хорошо известно, интегрируемость уравнения КдФ 
(1) Ф* = бфф* — Ц)ххх 

основана на его коммутационном представлении (Лакса) 
(2) Lt = [A,L]^[L,dt-A] = О, 

где 
(3) L = — дх + ф, А = 4Й — бфд* — Зфл. 

Конечнозонные (m-зонные, или иг-фазные) решения уравнения КдФ опреде
ляются условием существования общей собственной функции г|) = я|? (х, t, X} 
коммутирующих операторов, 

(4) /л|> = Ал|з, (dt—A)q = 0, 
мероморфной (по X) на гиперэллиптической римановой поверхности Г 
рода т вида 

2m+l 

(5) n8 = i*(a,)=n>-ri), 
i = l 

двулистно накрывающей ^-плоскость. Для гладких вещественных решений 
ф (#, t) величины гх, . . ., r2m+i все вещественны и различны. (Пусть гг ^> 
^> г2 > . . . ^> r2m+i-) Функции ф (х, t), отвечающие поверхности Г, ока
зываются при этом периодическими или квазипериодическими (явные фор
мулы мы приведем ниже). Отрезки [r2m+1, r2 m], [r2m-i, r2W_2], . . ., [гх, оо) 
вещественной оси являются разрешенными зонами (зонами устойчивости) 
в спектре оператора L, а оставшаяся часть вещественной оси — лакунами 
в спектре. Если функция ф (х, t) периодична по х с периодом Тх, то соот
ветствующая собственная функция я|) является блоховской (по х), т. е. 

(6) Ц(х+ Тх, *, X) = exp (ip (X) Тх) я|> (*, *, Ь), 
где величина р = р (X) называется квазиимпулъсом. Аналогично, в случае 
периодичности по t с периодом Tt функция if> является блоховской по t, т. е. 

(7) ф (х, t + Ти X) = exp (ig (X) Tt) г|) (я, *, X), 
где q = q (X) —• квазиэнергия. Для любых конечнозонных квазипериодиче
ских решений квазиимпульс и квазиэнергия определяются через операцию 
усреднения 

(8) р (X) = —i(log!>)x, д (X) - - * ( 1 5 ^ . 
Аналитические свойства функций р (X) и q (X) таковы: они являются абеле-
выми интегралами (т. е. dp (X) и dq (X) — абелевы дифференциалы) на рима
новой поверхности Г с единственными полюсами в бесконечно удаленной 
точке X = оо и асимптотиками вида 

(9) p(i.) = ^dp(X) = ^^=dK /> W = Г 1 + 0 , 1 " - + . . . + «„, 

(10) ,W . foW-Sn ,^+gM*. 
2W+1 

(И) Q(К) = b0km + bjS"-1 + ... + bm, Ь0 = - 3 S r,. 

Коэффициенты аг, . . ., am, &1? . . ., bm однозначно выражаются череа 
*i, . . ., r2m+i из условий нормировки 

(12) J dp(X)= J dg (h )=0 , i = l , . . . . ,m . 
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{Более универсальным, как заметил И. М. Кричевер, т. е. пригодным для 
любых интегрируемых систем, является такое условие нормировки: все 
периоды дифференциалов dp (X) и dq (к) вещественные.) 

Наконец, дадим явные тета-функциональные формулы для семейства 
конечнозонных (иг-зонных) решений уравнения КдФ, задаваемых парамет
рами г1? . . ., r2m+1 (т. е. римановой поверхностью (5)). Выберем канони
ческий базис циклов а17 . . ., а т , (З̂  . . ., р т на поверхности Г так, чтобы 
циклы а1? . . ., ат лежали на Г над лакунами [r2, r j , . . ., [r2m, r2m-i]. 
Пусть Qx, . . ., Qm — базис голоморфных дифференциалов на Г, нормиро
ванных условиями 

(13) (j) Qj = 2jt6j]p /\ к = 1,. . . , га,, Q, - J c^^dX/fR (Ь). 

Матрица периодов римановой поверхности Г имеет вид 

(14) iBjfc - (j)Qjr /,.й = 1,. . . . ,т. 
h 

Матрица В^ симметричная, вещественная, положительно определенная. 
Тета-функция (Римана) определяется своим рядом Фурье 

(15) в;(т |5)= ^ ехр (—— £в5ъп5пк + * ^ и / с ^ , 
- о о < п 1 < . . . <nm<oo j , К j 

где т = (тх, . . ., т т ) . Функция 8 (т | В) периодична по каждой переменной 
тх, . . ., хт с периодом 2я. Тогда конечнозонные решения ер (х, t) уравнения 
КдФ, задаваемые параметрами г1? . . ., г2т+1, имеют вид 

(16) ф (х, t) = —2dl log 9 (кх + (ot + т | В) + с, 

где т = (тх, . . ., тш) —произвольный вещественный вектор. Векторы вол
новых чисел к = (&!, . . ., /ст) и частот со = ((ох, . . ., сот) имеют вид 

(17) к} = <§)йрг ioj = j)dqr / = 1, , ™т 
Pj 

константа с = с (гх, . . ., r2rn+i) имеет вид 
т 

Таким образом, параметрами инвариантных торов (16) уравнения КдФ слу
жат точки ветвления гх, . . ., г2т+1 римановой поверхности Г вида (5). 
Другой набор параметров дается интегралами Крускала /0 , /х, . . ., / 2 т . 
Как известно, производящей функцией для интегралов Крускала служит 
квазиимпульс р (к), т. е. 

_ °° i 
(18) Ж = _ г ( 1 ^ = 1^+У * 

= 0 (2iA)2s+1 

Л е м м а . Плотности интегралов Крускала, 

(19) /8 - P s (ж), s = 0, 1, . . . , 
определяются как коэффициенты разложения при К -> со функции 

(20) _ j ( i 0 g ^ ) x = 1 A + y М*) 
/Li {2Vrfs+1 

8=0 
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плотности потоков — как коэффициенты разложения функции 

(21) _ i ( l o g ^ = - 1АШ = 4 ( V^f + У. n%(XL ' 

(22) dtPs = dxOa, s = 0, 1, . . . 

Здесь (с точностью до. полных производных) 
(23) Р 0 = Ф , ^ = Ф

2 / 2 , Р 2 = Ф | /2 - ф3, . . ., 

<?2 = — Ф 4 — ФхФххх + — фхх — Зф2ф х л ; + 6фф*„ . . . 

Д о к а з а т е л ь с т в о (И. М. Кричевер). Это вытекает из равенства 
Смешанных производных 

(24) [ ( l o g f U = [flog ф)*]*. 
Разлагая обе части равенства (24) по степеням ("[/"Я)"1, получаем (22). Лемма 
доказана. 

Рассмотрим теперь слабо деформированную решетку вида (16), где па
раметры гъ . . ., r2m+i (или, эквивалентно, параметры иг = Iu i = 
= 0, 1, . . ., 2т) являются медленно меняющимися функциями от х% t, 

(25) и1 = и1 (X, Г), X = гх, Т = et, i = 0, 1, . . ., 2m. 
Уравнения медленных модуляций записываются, согласно схеме предыду
щего параграфа, в гамильтоновом виде: 

(26) и\ (X) = {и1 (X), Ж), 

где усредненный гамильтониан Ж имеет вид 

(27) ~Ш = 1Ж(1Х=]иЧХ. 

Вид скобки {•, •} для m = 1, получающейся усреднением скобки Гардне
ра — Захарова — Фаддеева, указан в предыдущем параграфе (где нужно 
положить V (ф) = ф3). 

Хорошо известно [90], что уравнение КдФ гамильтоново также по отно
шению к скобке Магри — Ленарда 

(28) {Ф (*), Ф (y)}ML = - 4 " 6 ' " (*-У) + (Ф (*) + Ф (У))б' (х ~ V)* 

(28') ф* = 6ффх — (рххх = {ф (х), IJML, где 1г = $ф2Шг. 

Это дает новую гамильтонову структуру усредненных уравнений, 

(29) 4 (X) = {и1 (X), Тг}1% 7г = J иЧХ. 

Координаты и0, . . ., и2гп для усредненной скобки Магри также лиувиллевы 
(и даже сильно лиувиллевы). Соответствующая матрица у[3 (и) при m = 1 
имеет вид (с = —со/&, остальные обозначения аналогичны предыдущему 
параграфу) 

(
2и° — си° — а/2 10и2 

2и1 — си1 + 2Ь ~3~(~ си* —Ъс + а2/4) 
2и2 — си2 — Ъс+ а2/4 — (с2 — а)и2 + 2Ъс2 — саЩ + аЪ 
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Т е о р е м а 1 (Флашка, Маклафлин [73]). Уравнения медленных мо
дуляций т-зонных решений уравнения КдФ имеют вид 

(31) dTdp = dxdq, 

где dp (A,), dq (X) — абелевы дифференциалы вида (9)—(12). 
Д о к а з а т е л ь с т в о (Кричевер; первоначальное доказательство 

Флашки и Маклафлина было существенно более громоздким). Используем 
алгоритм усреднения интегралов (см. § 5 выше) для их производящих функ
ций, т. е. «усредним» соотношение 

(32) [(logt|>U = [(logTt>)t]x. 
Получим 

(33) дТ (log q)x = дх (log ijj)7, 

т. е. дтр (X) = dxq (А,). Дифференцируя по X, получаем (31). Теорема до
казана. 

Как и в [73], разлагая соотношение (31) (или (33)) в ряд по степеням 
(У"^)"1, получим уравнения медленных модуляций в виде 

(34) dTus = dxQs1 s = 0, 1, . . ., 2m, 

где Qs можно выразить в виде Qs = Qs (и0, . . ., u2m). Отметим также важ
ное 

С л е д с т в и е . Точки ветвления г17 . . ., r2m+i являются римановыми 
инвариантами для уравнений медленных модуляций (34), т. е. 

(35) dTrt = vt (r2, . . ., r2m+1) dxru i = 1, . . ., 2ти + 1, 

где характеристические скорости имеют вид 

(36) Vi (rv.. . . , r2m+1) - q 
dp (К) ^ = r , 

6rm f l + (?(r.) 
= 2 г

 Plj г , i = 1, • • • am + 1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Умножим уравнение (31) на (А, — rt)z^ и пе

рейдем к пределу при 1и-г^. Получим (35). Следствие доказано. 
В частности, для модуляций однофазного решения уравнения КдФ 

(кноидальной волны) (0.19) уравнения медленных модуляций запишутся 
в виде, найденном еще Уиземом [94] и использованном Гуревичем и Питаев-
ским [14, 15]: 

(37) dTrt = vt (гх, г2, г8) дхги г = 1, 2, 3, 

а характеристические скорости vx < v2 < v3 выражаются через полные эл«̂  
липтические интегралы по формулам 

К 

(38) 

- v l 

— v2 

— v3-

= (ri 

= (ri 

= (ri 

+ r2 

+ r2 

+ r2 

+ 
+ 
+ 

r,)/S -

r8)/3 -

r,)/3 + 

2 / — (r2-
2 / 

2 / 

-Ъ) 

-rj 

-Ъ) 

K — Er 

(l—s*)K 

(1 — s2) К 

где К = К (s), Е = Е (s) — полные эллиптические интегралы (см. [4])ж 
s2 = (г2 — гх)/(г3 — гх), г;3 > у

2 > *>i, ^з > гъ > ri-
Покажем, следуя Кричеверу, как получить эффективную процедуру 

интегрирования уравнений (35). Рассмотрим сначала усредненно-конечно-
зонные решения уравнений (35) (см. Введение). Происхождение этих реше
ний таково. Любая линейная комбинация интегралов Крускала определяет 
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гамильтонову эволюционную систему вида 

(39) -%- = -?--Ат-Уъ1ц 
v ' ду ох бср (х) J^J з v 

i=i 
коммутирующую с динамикой КдФ и имеющую общие с КдФ инвариантные 
торы (16). Все такие системы допускают представление Лакса вида 

(40) Ly = [ S cjAj, L] , 

где Aj = к7- (d*)^-1 + . . . — некоторые обыкновенные дифференциальные 
операторы, х7- — константы. Собственная функция г|э = г|э (#, £, г/, ?t) по г/ 
удовлетворяет, уравнению 

п 

(41) % = (2CjA})y. 

Величина 
(42) 5 (Я) = - j (log $)„ 

является абелевым интегралом на Г с единственным полюсом в бесконечно 
удаленной точке % = оо вида 

п 
(43) s(Я) = S ( - I)5"1 с,-х,(f X)«-i + О(1). 

j = l 

Однозначная нормировка дифференциала ds (к) дается условиями типа (12): 
Нг-1 

(44) J ds(X) = 0r i=l,...rm. 

у-динамика на инвариантных торах (16) линейна, 
(45) t и- т + i/v, 

где вектор v = (v1? . . ., vw) есть вектор (3-периодов дифференциала ds (к). 
«Усредняя» систему (1) по торам (16), получим систему гидродинамического 
типа 

(46) и*у = дх {% cfi") % Y = *y% 

где величины Qlj определены формулами 
(47) djQU = {Pt (Ф (*), . . . ), / , ) 

(см. предыдущий параграф). Эта система коммутирует с усредненным урав
нением КдФ (34) и имеет общую с ним гамильтонову структуру с гамильто
нианом ̂ CjU*. По аналогии с теоремой 1 доказывается, что система (47) запи
сывается в следующем эквивалентном виде: 

(48) dYdp = dxds, 
где дифференциалы dp, ds на поверхности Г определены формулами (9),, 
(12), (43), (44). Следствием из этого является приводимость системы (47) 
к диагональному виду в тех же переменных гх, . . ., г2Ш+1, 

(49) дУП = wt (гх, . . ., r2m+1) дхги г = 1, . . ., 2тгс + 1. 
Характеристические скорости имеют вид 

i = 1,. . . ,.2тга + l . (50) Wi(rv... , T 2 W + I ) = # ( Ц Ь=г. 
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Итак, (35) и (49) — коммутирующие диагональные гамильтоновы систе
мы. По схеме § 4 они порождают точное решение rt = rt (X, Т) усредненно
го уравнения КдФ (35) вида 

(51) wt (гг, . . ., r2m+l) = vt (rx, . . ., r2m+1) T + X, 
i = 1, . . ., 2m + 1. 

Используя явные формулы (36), (50) для характеристических скоростей vif 
wt, соотношения (51) можно переписать в виде 

(52) (Xdp (к) + Tdq (к) - ds {k))x=r. = 0 , * - 1, . . ., 2m + 1. 
Это и есть наиболее удобная аналитическая запись усредненно-конечнозон-
ных решений. 

Соотношения (52) можно обобщить так, чтобы получить все решения 
усредненного КдФ. Чтобы объяснить идею такого обобщения, дадим прямое 
доказательство того, что величины rt = rt (X, Т), определяемые из соотно
шений (52), удовлетворяют усредненному КдФ. Рассмотрим дифференциал 

(53) Q = X dp + T dq — ds, 
и продифференцируем его по X и Т. Получим: 

(54) Qx = dp + (X dxdp + Т dxdq - dxds), 
(55) QT = dq+ (X dTdp + T dTdq — dTds). 

Выражения в (54), (55), стоящие в скобках, являются абелевыми дифферен
циалами на римановой поверхности Г, голоморфными на Г кроме, быть мо
жет, точек ветвления гг, . . ., r2w+1 и бесконечно удаленной точки к = оо. 
Полюс в бесконечно удаленной точке отсутствует, поскольку главные части 
дифференциалов dp, dq и ds не зависят от X, Т. А полюсы в точках ветвле
ния к = rt не возникают в силу (52). Таким образом, дифференциалы, сто
ящие в скобках в (54), (55), голоморфны на Г. Их периоды по а-циклам все 
нулевые в силу условий нормировки (12), (44). Значит, сами эти голоморф
ные дифференциалы равны нулю. Получим: 

(56) Qx = dp, Q T |= dq. 
Условием совместности этих соотношений и служит усредненное уравнение 
КдФ в форме (31). 

Ясно, что это рассуждение проходит и в случае более сложных аналити
ческих свойств дифференциала ds (к). В частности, если рассматривать под
ходящий класс кусочно аналитических дифференциалов ds (к), то соотноше
ния (52) дадут общее решение усредненного КдФ (см. [39]). 

Вернемся к усредненно-конечнозонным решениям. Рассмотрим такое 
решение, отвечающее одному L-му интегралу Крускала, т. е. получающееся 
из усредненного потока вида 

(57) дц> __ д 
ду дх 6ф (х) 

Соответствующие усредненно-конечнозонные решения имеют тогда вид (52), 
где дифференциал ds = ds^ (к) с нулевыми а-периодами имеет единственный 
простой полюс при к = оо вида 

(58) dsL (к) = const d (X*^i + 0(1)). 
Усредненная по торам (16) система (57) в переменных гг, . . ., r2m+1 запи-* 
шется в виде 

(59) dYrt = wu L (rl5 . . ., r2m+1) dxrt, i = 1, . . ., 2m + 1, 
где 

(60) ^ , ( Г 1 , . . . г Г 2 т + 1 ) = ^^_Ц , 
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а соответствующие усредненно-конечнозонные решения системы (1) имеют 
вид 

(61) wiiL (rx, . . ., r2m+1) = vt (r1? . . ., r2m+1) T + X, 
i = 1, . . ., 2m + 1. 

Л е м м а [39]. Усредненно-конечнозонное решение (60), (61), является 
автомодельным, т. е. 

(62) г, (X, Т) = fRt (XZM-v), 
с показателем автомодельности 

(63) у = 1/(£ - 2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При растяжениях ?i —> /с2А, с величинами г ь 
ф (X), dg (X), ds/v (К) происходят следующие преобразования: 

«(64) 

Это и означает справедливость (62), (63). Лемма доказана. 
Разберем важный пример. Получим аналитические формулы для реше

ния Гуревича — Питаевского, описывающего динамику бесстол кновитель-
ной ударной волны, возникающую после «момента опрокидывания». После 
опрокидывания эволюция такого дисперсного аналога ударной волны описы
вается в осцилляционной зоне многозначной (трехзначной) функцией rt = 
= rt (x, i), i = 1, 2, 3, удовлетворяющей усредненным уравнениям (37). 
Вне осцилляционной зоны х~ (t) <^ x <^ х+ (t) многозначное решение должно 
переходить в обычное риманово решение, задаваемое уравнением 

(65) х + 6ut = и3. 

Это требование приводит к следующим граничным условиям для решений 
уравнений (37): 

(г2 (х+) = г3 (х+), гх (х+) = и {х+)г 

\r1 (x~J = г2 (аГ), г3 (of) = и (х-). 

При больших t искомое решение выходит на автомодельный режим с показа
телем автомодельности 7 = 1/2. 

Для построения такого решения возьмем усредненно-конечнозонное ре
шение вида (61) с L = 4, задаваемое соотношениями 

(67) х + vtt = wt, i = 1, 2, 3, 

где и;г- = wt (r1? r2, г3) вычисляются по формулам 

(68) ^ = -±- [(Зи, -а)П+ / ] , / = 5а3 - 12а6 + с, 

а = гх + г2 + г3, Ь = rxr2 + r±r3 + г2г3, с = ггг2гв, ft = d//drf. 
Справедливо такое утверждение [53]: 

Т е о р е м а 2. Система уравнений (67), (68) является невырожденной 
в области z~ < z <С z+, гд<? z = х£_3/2 — автомодельная переменная, и опре
деляет там гладкое (даже аналитическое) решение с показателем автомо
дельности у = 1/2. На границе области эти решения удовлетворяют гра
ничным условиям (66). Граничные значения автомодельной переменной имеют 
вид z- = — |А2, z+ = ]/"10/27. 
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Можно показать также, что поведение решения (67) вблизи границ зоны 
осцилляции описывается формулами, найденными в [14] (с учетом уточне
ний [16]). 

§ 8. Эволюция осцилляционной зоны в теории КдФ. 
Многозначные функции в гидродинамике солитонных решеток. 

Численные исследования 

Применение уравнений гидродинамики слабо деформированных соли
тонных решеток (или уравнений Уизема медленных модуляций решеточных 
параметров) к конкретным задачам физики дисперсных сред впервые начало 
обсуждаться в работе Гуревичаи Питаевского (ГП) 1973 г. на базе специаль
ных автомодельных решений. В дальнейшем эта программа исследований 
была развита в работах Авилова, Новикова и Кричевера [1, 2], где была 
дана математическая постановка и численная реализация задачи об эволю
ции многозначных функций таких, что число значений различно в разных 
областях (х, ^-плоскости. Кроме автомодельных режимов ГП, на необхо
димость изучения эволюции многозначных функций в гидродинамике соли
тонных решеток указывают также и теоремы Лакса — Ливермора — Вена-
кидиса [83, 85—87, 91, 92] о слабом пределе теории КдФ с малой дисперсией 

(1) щ + иих + гиххх = О, 8 - ^ 0 . 

Согласно их теоремам, при 8 - ^ 0 решению ие (х, t) соответствует разбиение 
(х, ^-плоскости на некоторое множество областей (которое предполагается 
конечным), причем в каждой области первый член асимптотики описывает
ся /с-зонным уравнением Уизема с некоторым числом /с, зависящим от обла
сти, т. е. (2к + 1)-компонентной системой. В этих работах накладываются 
глобальные ограничения на решение иг (х, t): быстрое убывание при | х | -> 
—> со или периодичность по х. Эти ограничения позволяют использовать ре
зультаты метода обратной задачи для строгих доказательств, хотя, безуслов
но, многие факты от глобальных ограничений не зависят и носят локальный 
характер, пока время не стало очень большим. Мы не будем явно вводить 
малый параметр 8 при дисперсионном члене в уравнение КдФ, предполагая, 
как обычно, что исследуемые решения уравнения КдФ являются быстроос-
циллирующими, т. е. параметр s возникает в решениях. Согласно нашей 
идеологии, в отличие от Лакса и др., задача об эволюции многозначных 
функций должна быть поставлена и решена независимо от теории уравне
ния КдФ, в рамках теории систем гидродинамического типа (т. е. первого 
порядка по производным). Как мы предполагаем, такая постановка сама по 
себе может быть более общезначимой и универсальной, чем описание асимп
тотики при 8 ->- 0 решений одного уравнения более высокого порядка (в дан
ном случае КдФ). 

Реальная необходимость рассматривать эволюцию многозначных функ
ций в физических задачах дисперсной гидродинамики резко отличает ее от 
обычной гидродинамики, где было необходимо вводить лишь разрывы (удар
ные волны). Как отмечено в недавней работе [82], при дискретизации триви
ального уравнения ut + иих = 0 возникает дисперсное уравнение — раз
ностный аналог КдФ (см. [57], гл. 1, § 7). Это простое обстоятельство пока
зывает, что в дискретизированном уравнении также возникает ситуация 
задачи 1 ГП (ниже), и возникающая здесь осцилляционная зона проявля
ется в гидродинамике при численном счете ударных волн, так как свойства 
дискретного аналога КдФ вполне аналогичны непрерывному КдФ, которое 
мы изучаем. Раньше связь этих «численных» осцилляции с дисперсией не 
была замечена. 

Рассмотрим две задачи, следуя ГП ([57], § 4 главы 4). 
З а д а ч а 1. Распад ступеньки в теории КдФ. Какова асимптотика 

при t ^> 1 решений КдФ с начальным условием вида ступеньки или, более 
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общо, с начальным условием (пусть гладким монотонным по х) вида, указан
ного на рис. 2. Здесь более интересен случай, когда и (— оо) ^> и (+оо) 
(см. [57], § 4, гл. 4). Пусть и (— оо) = 1, и (+<х>) == 0. 

З а д а ч а 2. Дисперсный аналог ударной волны. Какова асимптотика 
при t ^> 1 решений КдФ с начальным условием и (х), которое при больших 

ai | х | -> оо имеет вид # = 
I = ut — us? Физическая моти

вировка задачи 2 такова. 
Предположим, что дисперс-

^ - ^ ^ ^ Г ный член иххх в уравнении 
^""^v. КдФ первоначально доста-

^ ч точно мал и не влияет на эво-
|ч. люцию, которая приближен-

„ ^^"*— _ но описывается усеченным 
°\ х уравнением щ + иих = 0. 

Его общее решение вида 
Рис 2 х = ut + Р (и)' с произволь

ной функцией Р таково, что 
в широком классе случаев 

оно в некоторый момент времени t = 0 «опрокидывается», т. е. их -->- оо при 
t->- —0, х = х0. В окрестности точки (0, х0) в случае общего положения 
решение приближенно описывается (с точностью до сдвигов и масштабных 
преобразований) кубической функцией 

(2) xc2z ut — и3. 
В этой окрестности уже нельзя выбрасывать дисперсное слагаемое иххх из 
уравнения КдФ — оно в этой области не может быть мало. Учет этого сла
гаемого кардинально перестраивает решение в малой окрестности точки 
(0, х0) (ведь в теории КдФ не может быть «опрокидываний»). Возникает ос-
цилляционная зона, которая, согласно гипотезе ГП, приближенно описы
вается однозонным уравнением Уизема в малой области A (t). Вне области 
A (t), согласно ГП, эта осцилляционная зона переходит в гладкое решение 
вида х = ut — и3, причем дисперсный член вне зоны не играет существенной 
роли. Таким образом, задача 2 описывает локальную по х, t ситуацию. Мас
штабы по х и t, в которых происходит установление режима типа ГП в этой 
небольшой области, должны быть малы по сравнению с теми масштабами, 
которые отвечают за установление глобальных по х, t асимптотик, как, на
пример, в задаче 1 или какой-нибудь другой. Таким образом, задача 2 опи
сывает универсальную локальную ситуацию, называемую «дисперсным ана
логом ударной волны». Локальное применение этой структуры каждый раз 
является не вполне строгим, так как в интересующей нас окрестности будет 
содержаться лишь конечное число осцилляции, и жить эта приближенная 
структура будет лишь конечное время. Это — промежуточная асимптотика, 
когда она применяется таким образом. «Большие t» в задаче 2 много меньше, 
чем времена в задаче 1. 

Асимптотическое состояние при i ^ > l в задачах 1 и 2, согласно ГП, 
описывается автомодельными решениями однозонных уравнений Уизема: 

(3) rH + vi (г) rix = 0, i = 1, 2, 3, v (Яг) = h) (г). 
Из однородности функций Vi (г) вытекает, что эти уравнения допускают 
автомодельные решения вида 

(4) rt (*, t) = PRt (xt-i-У), 
у — любое, 

(5) a = r2-rv s*= ^ " ^ , 6 = r2 + r1 —r8. 
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Среднее значение и по периоду осцилляции равно 
(6) й = S + 2аЕ (s) s^K'1 (s). 
З а д а ч а 1. Здесь надо взять 7 = 0, т = xit. Мы имеем решения вида 
(7) 7\ = 0, г3 = 1, v2 = т = #/£ > 0, s2 = г2 = а. 

Функция г2 (т) находится исходя из соотношения и2 (s2) = т. 
Осцилляционный интервал имеет вид, изображенный на рис. 3, 
(8) -Г = - 1 , т+ = 2/3, [тг, т+] = А = {0 < s2 < 1}. 

Вопрос о строгом обосновании этой асимптотики исследовался в [67] мето
дом обратной задачи. Масштабным преобразованием и-*Аи, х-^А^2х% 

1 

0 

-у _ 
/ t 

Рис. 4 

t-^А^Ч мы получим решение той же задачи, где и -> А при я->•—со и 
и -> О при ж->- +со. Величина й имеет график вида, похожего на обычную 
ударную волну (см. рис. 4). При этом й (т) ж 4/log (| т+ — т~ |) при т ->• 
-> т+ — 0. 

З а д а ч а 2. Здесь ситуация более сложная. Для правильной сшивки 
с граничным условием следует рассмотреть автомодельные решения с пока
зателем у = 1/2, 

(9) г. (х, t) = t^2Rt (xt-^2), z = xtr**, 
так как вне осцилляционного интервала А мы должны иметь решение х = 

+ иих = 0. На границах интервала А функция 

{гп г2, г3} е А, 

+ 

~ ut — и° уравнения 
г (х, t) непрерывна: 

(10) г (х, t) = и вне А, г (х, t) = 
(11) г- = г3 (х~) = и (х~), 

(IV) г+ = гг (х+) = *х (х+), 
В обеих задачах 1, 2 осцилляционная зона покрывает всю область между 
двумя сингулярностями уравнения Уизема: на левом конце х~ должно быть 
г2 = гх, т. е. однозонное решение КдФ переходит в константу, и на правом 
конце х+ должно быть г2 = г3, т. е. однозонное решение КдФ переходит 
в солитон. Осцилляционный интервал А = [z~, z+] должен быть постоянен 
в автомодельной переменной z. Весь график должен быть ^-гладким, вклю
чая концы осцилляционной зоны. Обозначим и (х, t) через г. Мы имеем еди
ную С^-гладкую многозначную функцию г (х, t) вида, указанного на рис. 5. 
Существование такого решения — нетривиальный факт. Оно приближенно 
найдено в [14]. Точная аналитическая форма этого решения и интервала А 
найдены недавно (см. выше § 7). В частности, оно аналитично внутри интер
вала А, где 

(12) = - / 2 , г+ = /10/27, R3 > 0, Дх < 0. 
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Функция z (г) является С2-гладкой около точки (z , гг) (s2 = 0) и С- 8-
гладкой около (z+, r+) (s2 = 1), где е > 0 — любое и z зависит асимптоти-

1 

1 ~5 
1 

- 2 

f = 2 \ 

^ ^ б^Г 

R 

г / 

0 

\-1 

Z 

Рис 5 Эволюция многозначной функции Л (z, О = * Ur (z, t) (z = xt /г) задачи 2. На-
чяттьное условие {* = 1) в осцилляционной зоне соответствует возмущению автомодель
ного решения; при t = 2 это искажение заметно уменьшилось. Автомодельное решение 

F ' показано точками 

чески только от s2 при s -> 1: 

(13) с (*+ - z) = с," « (1 - *2)(log - ^ - + 1/2), 

с = const < 0, z" < 0. 
Не вникая в детали (см. [57], § 4 гл. 4), мы видим что величина й (z) имеет 
и здесь вид, похожий на обычную ударную волну (см. рис. 6). Штриховая 

д линия — это функция 
0 (z), т. е. решение х = 
= ut — us как гг (z) £-V« = 
= 9 (z), z = ^^8/2. 

Таковы автомодель
ные режимы, описываю
щие асимптотическое по
ведение осцилляционной 
зоны при i > l в задачах 
1 и 2, согласно гипотезе 
ГП. Устойчивы ли эти ре
жимы? Реализуются ли 
они действительно как 
асимптотические в рамках 
теории систем гидродина
мического типа или как 
асимптотика широкого 
класса достаточно общих 
начальных условий? 

Рис. 6 

Работа Авилова и Новикова [1] посвящена численному решению этой 
задачи. Какова точная математическая постановка задачи об эволюции мно-

" Т а ™ . t l T « y « Z , . « р о с « н н о » ТОм слу,ае когда „„ого-
аначная функция г (х, t) бывает однозначной в области R \ А (где г (х, t) 
ХоГача?ГяК?ерез I & t)) * трехзначной в области А С К, зависящей от 
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времени t. Если А — один интервал, то на его левом краю х~ должно быть 
г~ = j \ = г" < г3 (х~) и на правом краю х" должно быть г+ = г3 = г2 ^> 
> г1 (х+). График функции! г (х, t) должен быть всюду ^-гладким. Более 

Рис. 7. Эволюция многозначной функции г (z, t) (z = xt~x) задачи 1. Начальное условие 
(t = 1) внутри осцилляционной зоны отвечает автомодельному решению задачи 2, а вне 

этой зоны стремится к постоянным 

5 ^ ^ 
~3 /?'' f-1 

_ 

0 z Я 

Рис. 8. Эволюция бесконечной осцилляционной зоны задачи 3. Функции г* (z, t) (z = xV"1), 
i = 1, 2, 3, в начальный момент t = 1 показаны точками, сплошные линии соответствуют 

t = И 

точно, в окрестности краев мы требуем выполнения асимптотик (около то» 
чек хл, г+ и х~, г"): 

ж" = К + К(г- г+)] / (1 - s2) + О (г - г+)», 

Ж" = ж - х + < 0 , /(3,) = j,a [log-j^-H- 1/2], 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 
х' = [а_ + Ъ_ (г — г )](г г")2 + о (г 

>0. 
Именно такая асимптотика, как показывает несложный анализ, согласуется 
с сингулярностями коэффициентов однозонного уравнения Уизема (3). Ско
рости vt имеют предел при х-+• #±, обозначаемый через у?- Из асимптотики 
(14)—(17) при всех t вытекает следующая формула для эволюции краев ос-
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цилляционной зоны А: 
(18) dx+/dt = vj = Уз, dr+/dt = — | г* - r\ |/12a+, 

(19) dx'/сй = ^i = vl, dr'ldt = — \12а_. 
Мы видим из формул (18), (19), что коэффициенты Ъ+ъ предыдущих асимпто
тиках (14), (16) не необходимы для определения эволюции интервала А. 
Некоторое завышение гладкости в асимптотиках (14), (16) при нашем спосо
бе численного расчета не должно смущать — параметры b± (t) удобны при 
интерполяции. Расчет ведется методом характеристик внутри зоны [х~ + 
+ е, х+ — s], учитывая диагональность уравнений Уизема [3]. В окрестно
сти точек #± используем асимптотики (14), (16), сшивая их с оставшейся 
частью. На каждом шаге по времени (или через несколько шагов — это 
технический вопрос) новые значения коэффициентов а± (t), Ь+ (t) определя
ются из условий сшивки с ближайшими к ним группами точек внутри интер
вала А, полученными методом характеристик. 

Выводы таковы: локально по t эволюция многозначных гладких функ
ций с асимптотиками (14), (16) около сингулярностей хорошо определена. 
Если начальное условие — это С^-малые возмущения режимов ГП, то реше
ние определено при всех t, и при t-+- оо оно сходится к режимам ГП в обоих 
задачах 1 и 2. 

Хотелось бы доказать точную математическую теорему о локальной 
эволюции. Какая гладкость вне краев действительно нужна? При расчете 
методом характеристик ответ на этот вопрос не виден из численного экспе
римента. 

При больших возмущенных начальных условиях уже в самих уравне
ниях гидродинамики солитонных решеток может образоваться новое «опро
кидывание фронта». Это ведет к необходимости увеличивать степень много
значности функции г {х, t). Подобный эволюционный процесс пока еще не 
изучен. Следует найти точные аналоги асимптотик (14), (16) около краев 
новой зоны. Для отсутствия опрокидываний необходимо (но, по-видимому, 
не достаточно), чтобы график г (х, t) с асимптотиками (14), (16) был монотон
ным по х на каждом участке однозначности, если А — один интервал (т. е. 
их = гх < 0 для ^ Е К \ Д , г3х > 0, г1х > 0, г2х < 0, i £ A). 

В более простой задаче 3, где А = R и гг- -> г\ при | х | -*- Hz °°» по-
видимому, для корректности эволюции при всех t > 0 необходимо и доста
точно, чтобы rix >> 0 при всех х, t = 0. Если т\ = г~1 < Гд и т\ — г% ^> г\, 
то асимптотика ГП из задачи 1 устанавливается в задаче 3 в области между 
г\ и Гз, предполагая, что Гд ̂ > г{ для А = R (см. [1]). Это показывает числен
ный эксперимент. Вероятно, последний вопрос можно решить методами 
недавней работы [67]. 

§ 9. Влияние малой вязкости 
на эволюцию осцилляционной зоны 

Рассмотрим уравнение Кортевега — де Фриза — Бюргерса (КдФБ) с 
с малой вязкостью [х ̂ > 0 

(1) щ + иих + иххх + \шхх = 0. 
Воспользуемся методом усреднения Боголюбова — Уизема, используя се
мейство тех же самых кноидальных волн (0.19) уравнения КдФ. Усреднение 
вязкого члена по этому семейству, после некоторых вычислений, приводит 
дополнительно к правым частям1) в уравнениях гидродинамики солитонных 
решеток 

(2) rit + vt (г) rix + \igi (r) = 0, 1 = 1,2, 3, 
г) Алгебро-геометрическая запись уравнений типа (2) впервые обсуждалась в [751 
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где 
(3) gt (г) = - 4 (га - rxf Q (*)/ЗФ*, i = 1, 2, 3, 

о < Q = -±- № - к)№ ~ (- Е + 3ВД/*2 + ^ - ВД' 
5

2 = (г2 — r1)/(r3 — гх), Е = Е (s), if = JST (5) — полные эллиптические ин
тегралы. Отметим свойства 

(4) £х > 0, g2 < 0, £3 < 0, ёг ( И = ^ (Г). 
Исследуем вопрос о поведении осцилляционной зоны в процессе распа

да ступеньки, как в задаче 1 § 8 (выше). Пусть и-+ А±, £ - > + оо, где А+ > 
> О, А_ < 0. Используем, как и в § 8, однозонное трехкомпонентное урав
нение Уизема в зоне 
А = [х- (*), х+ (*)] и три- и'А 
виальное уравнение щ + 
+ гш^ = 0 вне А. Тем са
мым, согласно нашим 
предположениям, в изу
чаемом режиме вязкость 
существенна лишь в зоне 
А, где используется урав
нение (2) вместо (8.3). Как 
и в § 8, мы будем описы
вать процесс многознач
ной функцией г (х, t), 
трехзначной внутри А и 
однозначной вне А, где 
г = и, ^-гладкой всюду. 

При \i Ф 0 для отыскания решений вида и (х — Vt) мы пишем стацио
нарное уравнение КдФБ в виде 

(5) и" = —и2/2 + Vu + С - ци', 
где константа интегрирования С = А+А_/2 такова, что при \ь = 0 особые 
точки уравнения (5) на фазовой плоскости (и, и') имеют вид 

(6) и'=0, и = Л ± = F=F ] /F 2 + 2C, 
4 + < 0 , Л _ > 0 , 2V = А+ + А_. 

Фазовый портрет имеет вид (рис. 9) при JLI = 0. 
Вспомнив определение величин rt, мы получаем 
(7) ЪА_А+ = Аггг2 — (г3 — г2 — гх)2, 

Рис. 9 

(8) + Л+ = 2 7 = - г ( г 1 + га+г8). 

При постоянных Л+, Л_ и малых /LX ^> 0, как очевидно из рис. 9, существует 
единственное решение стационарного уравнения КдФБ вида и (х — Vt, \i) 
такое, что 

(9) и ->- А±, х -V+oo . 
На рисунке — это пунктирная кривая, ведущая из особой точки А+ в точ
ку А_ при малом |LX ^> 0. Следовательно, усредненное уравнение Уизема 
тоже имеет стационарное решение, где величины (7), (8) постоянны. Такое 
решение находится одной квадратурой в силу (7), (8). График его приведен 
на рис. 10. Осцилляционная зона А в этом решении бесконечна влево. Если 
А± = + 1 , то: V = 0, передний фронт г2 = г3 находится в конечной точке 
х+, где г2 = г3 = 1/2, а г± = г2 = —1/2, где х~ = — со. К этой ситуации 
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можно свести преобразованиями 
(10) х-+х + Ct, rt-

масштабными и Галилея: 
rt + D, vt -> vt + С. 

Стационарное решение (выше) и усредненное уравнение (2) были найдены 
в [2, 16]. 

В работе [2] была исследована численно эволюция многозначных функ
ций г (х, t) при наличии малой вязкости. Этот класс в данный момент t 
совпадает с (8.18), (8.19), но для величин г± (£), £± (t) получаем 

(И) 

(12) 
(13) 

+̂ _ -(r+ - ri)a[(12a+)"1 + 16/45], 

х+ = v+ = (ri + 2г+)/3, 
= — 1/2а , яг = 2г~ — г,. 

Мы видим, что уравнения (11), (12) не совпадают с (8.18) для х+, г+. Кроме^ 
того, значения rt не сохраняются вдоль характеристик при наличии правых 

частей. Это ведет к определен
ным численным усложнениям, 
но схема счета — прежняя, 
в принципе. 

Начальное условие берется 
при счете в виде автомодель
ного решения ГП задачи 2 в 
малой области А (t0) в момент 
t0 > 0 и выходит на константы 
при | х | -> оо. Обсудим теперь 
ограничения на применимость 
нашей схемы на уровне грубых 
физических оценок. 

Э т а п 1. Пусть при t < О 
осцилляционной зоны не было. 
Для применимости тривиаль
ного уравнения ut + иих = О 
необходимо выполнение усло
вий 

(14) 

Рис. 10. Эволюция многозначной функции г (х, t) 
при \i = 0, 1. Штриховой кривой показано ста
ционарное решение. Здесь и на рис. И , 13 циф

ры у кривых обозначают время 

№ихх 
< иих 

Решение х = ut + Р {и) пусть таково, что Р (и) меняется на характерных 
масштабах А по переменной и, а характерный масштаб изменений по х 
обозначим через В. Из (14) вытекает 

(15) АВ-* < А2В~\ \xAB-* < A2B~K 

Э т а п 2. При t ~ 0 образуется осцилляционная зона около места 
«опрокидывания», которая к моменту t0 успевает развиться до автомодель
ного режима ГП задачи 2. При этом в зоне А (£), 0 < t < t0, можно прене
бречь вязким членом \шхх: 

(16) Y\U/X < \хих < L4/IA/ /у 

(в зоне А (*)). Из (16) следует 
(17) п/ (Аг)(А^)~2 < (Аг)(АхГ3, u, (Дг)(Дя)~2 < (Дг)2(Дх)-\ 

где Дя ~ А (*0), Д г ^ гз (h) — rl (t0). 
К о н е ц э т а п а 2 ( н а ч а л о э т а п а 3). При t ~ t0 производ

ная по времени внутри A (t0) должна определяться, в основном, невязкой 
частью, т. е.: 

(18) ( A r ) / £ 0 > u . \gi ( r ) | ~ ti(Ar)2 , 

file:///xAB-*


Рис. 11. Эволюция г (х, t) при [х = 1 
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так как gt (кг) = X2gt (г). Кроме того, необходимо условие малости А (£0) 
и Аг (*„): 

(19) А г < 4 . 

Наконец, в зоне А (t0) должно укладываться много периодов осцилляции,, 
где 

(20) ^ = TfkU* 

и Т (%г) = к-Ч*Т (г). Поэтому 
условие (19) имеет вид 

(21) (Ar) J/, < А (*0). 

Введем «безразмерные перемен
ные» 

(22) х = Вх', м- = Ли ' , 
* = Д Л - V , ц = Д ~ у . 

В безразмерных переменных 
имеем в режиме ГП: 

(23) A' {to) ~ (*б)'\ 
(Аг') ~ (QV., 

где Аг = ЛАг', *о = 5^_ 1fo, 
А = 5 Д ' . Сопоставляя нера
венства (21)—(23), получаем 

(24) * 0 < 1 , 4 Д а > 1 , 

(25) ( ^ ' ) - г / з > ^ 0 > ( Л 5 Г / , . 

Условия (24), (25) очевидно сов
местны. Тем самым описанный 
нами процесс возможен. В но
вых переменных х , и , [A', t' 
имеем Л± = + 1 . Величины А 
и В выпадают из уравнений 
Уизема. Они говорят только о 
происхождении системы из 
КдФБ. Величина и/ не обязана 
быть малой в безразмерных пе- ~z 
ременных. Малой была величи
на \х = 5 _ 1 J J / и большой — АВ2, 
согласно (24). Далее мы опус
тим штрихи над буквами, пом
ня об этих обстоятельствах. 

В численном эксперименте 
бралась вне А функция х = 
— tu + 3 (и — arth и). Реше
ние ГП и отрезок А при t = t0 
имеют вид 

V 

-1 О 

0,5 

JXS 

Рис. 12. Величины, характеризующие прибли
жение к стационарному решению: кривая 1 — 
V (х), 2 — (—А+А_) как функции \хх при \i = 
= 0, 1 и f = 11,9. Штриховые кривые — соответ
ствующие кривые при [1 = 1 и t = 1,45 

Рис. 13. Эволюция У2 (xi *) ПРИ |л = 0, 1. Мо
мент времени соответствует максимуму r+ (t) 

(стрелка на рис. 10) 

(26) 
(27) 

rt (х, t0) = (*, - «!)*/. Rt (z) + r0, 

z" < z < z+, z = % (x — Xj)(to — h)-''*, 
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используя масштабные преобразования и преобразования Галилея 
над исходным решением ГП. Параметры (£х, X, r0, xt) надо выбирать 
из условия ^-гладкости функции r(x, t0) — т. е. сшивки с и {х±), и' (х±) на 
концах неизвестной пока зоны A (t0). Таким образом, числа параметров и 
условий оба равны четырем — осцилляционная зона А локально однозначно 
определяется внешней функцией и (х, t0). Результаты численного экспери
мента даны на рис. 10—13 для [А = 1 и |х = 0,1. Величины V (г) =(А+ + 
+ А_)/2 и А+А_ (г) взяты за критерий общности решения к стационарному, 
где А+ = — 1, А_ = + 1 . 

В ы в о д ы . При fx = 0,1 и t = 2,7 мы видим, что режим ГП задачи 1 
реализуется как промежуточная асимптотика, где v2 ^ xt~l. При \х = 1 
этот режим нигде не реализуется как промежуточный. Время его установле
ния конкурирует с вязким членом. 

При всех (иь и t ->- оо мы видим, что решение асимптотически стремится 
к стационарному, найденному выше. Напоминаем, что в конце мы переобозна
чили переменные, убрав штрихи (см. выше). Поэтому новое JLL — это то, что 
обозначалось через \л' в формулах (22)—(25). Оно не обязано быть малым. 
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