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ДИФФЕРЕНЦИАЛОВ НА РИМАНОВЫХ ПОВЕРХНОСТЯХ 

§ 0. Введение 

Симметрическая матрица B=(Bjh) с отрицательно определенной ве
щественной частью R e B < 0 называется матрицей Римана. По g"X^-мат
рице Римана B=(Bjk) можно построить тэта-функцию g комплексных 
переменных (гь . . . , zg)=z, определяя ее сходящимся рядом Фурье вида 

в(г) = в ( г | В ) = ^ е х р | 1 ( В М > + ( М > } . (0.1) 
fce=zs 

Суммирование в этой формуле ведется по всем целочисленным векторам 
k=(ku . . . , kg); угловые скобки обозначают евклидово скалярное произ
ведение: (Bky Й> = Sfltf&i&j, <&, 2> = 2&i2t. 

Определим в комплексном пространстве Сё решетку Л, состоящую из 
векторов вида 

A={2niN + BM}, (0.2) 

где N=(NU . . . , Ng), M=(MU . . . , М8) —целочисленные векторы. При 
сдвиге на векторы этой решетки тэта-функция преобразуется по следую
щему закону: 

Q(z + 2niN+BM) = е х р { - -<ВМ, М) - <М, 2>]в(г). (0.3) 

Решетку Л назовем решеткой периодов тэта-функции. Фактор простран
ства Ce = R2g по этой решетке есть 2^-мерный комплексный тор 

Т*'(В) = Ce/{2niN + BM}. (0.4) 

Этот тор является абелевым тором (или абелевым многообразием). Кэ-
лерова метрика на Pg(B) вида 

ds2= -^- 2 №B)?k
 dzi fa (0.5) 

является ходжевои; в вещественных координатах хъ yk в пространстве 
0=R2*, где 
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zk = 2nixk + ^ Bkjyh k=l, ..., g9 (0.6) 
/ 

мнимая часть этой метрики равна 
& 

•VAReB)Z\dZk Л dz,= 
4ш 

Q = ~Ь S <Re B)Z dzx л &/ = 2 dXk л йУь- (°-7> 
k,i ' k=i 

З а м е ч а н и е . Класс когомологий мнимой части ходжевой метрики 
на абелевом многообразии (т. е. на алгебраическом торе) называется 
поляризацией этого многообразия. Поляризация называется главной, 
если этот класс имеет вид (0.7). Таким образом, построенный по матри
це Римана тор T2g(B) есть главное поляризованное абелево многообра
зие, и так получаются все эти многообразия. 

Совокупность Hg всех ^Х^-матриц Римана В называется (левой) по
луплоскостью Зигеля. Модулярной группой Зигеля Gg называется груп
па всех целочисленных симплектических 2^х2^-матриц ( | , про-
факторизованная по подгруппе {±1}: 

G,= 'Spte ,Z) /{±l} . (0.8) 

Здесь матрица [ р ) е Sp (g, Z), если а, Р, у, 6 — целочисленные gxg-
кУ б 

матрицы, причем 

С !)(_? i)(? ?)-(-? i) 
(значок t обозначает транспонирование). Модулярная группа Gg дей
ствует на полуплоскости Hg по формуле 

В*В' = 2т(аВ + 2т$) (^В + 2т6)'1. (0.9) 

Матрицы Римана В, В', связанные преобразованием из модулярной 
группы, называются эквивалентными. Они определяют одинаковые абе-
левы торы Tlg(B)=T2g(B/) с одинаковой поляризацией. Нетрудно ви
деть, что неэквивалентным матрицам Римана В, В' отвечают разные 
торы. Таким образом, фактор-пространство 

H,/G,=A, (0.10) 

есть пространство модулей главных поляризованных абелевых многооб
разий (комплексной размерности g). Это пространство является непри
водимым алгебраическим многообразием (комплексной) размерности 
g"(g"+l)/2 (после надлежащей компактификации; см. [14]). Отметим, 
что при преобразованиях вида (0.9) тэта-функция преобразуется по за
кону 

e(*4/n = * e V | - l s * * / * ^ + 2 ^ e < * + MB). 2 Я . дВ.-, ' А 

i 
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где 
М= (чВ + 2ш6)-\ z' = 2niMz; 

явный вид множителя % (не зависящего от z), а также величин 1и Я для 
нас несуществен. 

Пусть Г — компактная риманова поверхность рода g (гладкая алгеб
раическая кривая). Выберем канонический базис циклов аи . . . , agr 
Ьи . . . , bg в целочисленных гомологиях # i ( I \ Z) с матрицей пересечений 

вида [ ] . Этому базису соответствует базис голоморфных диф

ференциалов соь . . . , (Dg, нормированных условиями 

фщ = 2т6!к. (0.11) 

Тогда Ь-периоды этих дифференциалов определяют матрицу Римана 

B , k = j><ok. (0.12) 

Соответствующая тэта-функция Q(z) =Q(z\B) называется тэта-функци
ей римановой поверхности Г, а соответствующий абелев тор T2g(B) — 
многообразием Якоби или якобианом этой римановой поверхности. Пе
реход к другому каноническому базису циклов дается целочисленным 
симплектическим преобразованием. При этом матрица Римана В рима
новой поверхности Г перейдет в эквивалентную, а якобиан вообще не 
изменится. 

Пусть Rg—пространство модулей римановых поверхностей рода g^ 
^ 2 . Это пространство — неприводимое многообразие размерности 3g—3. 
Определено отображение периодов 

Rg-^Ag; Г ^ В ( Г ) , (0.13) 

сопоставляющее каждой кривой Г класс эквивалентности ее матрицы 
Римана (см. [15]). Классическая теорема Торелли утверждает, что это 
отображение является вложением. Доказательство этой теоремы неэф
фективно, так как требует знания всего «тэта-дивизора» {0(z)=O} (см. 
[1]). Задача нахождения уравнений, выделяющих образ отображения 
периодов (0.13),— это проблема Римана—Шоттки. Другими словами, 
эта проблема заключается в следующем: указать набор уравнений на 
матрицу Римана (В,к), выделяющих матрицы периодов римановых по
верхностей. Проблема Римана—Шоттки нетривиальна при g^4. Для 
g" = 4 уравнение, выделяющее матрицы периодов, найдено Шоттки [3] 
(см. также [4], [5], где указаны обобщения соотношений Шоттки на 
случай больших родов). Метод Шоттки был существенно продвинут 
Фаркашем и Раухом [6]. В этой работе был предложен метод, позволяю
щий получать большое число явных тождеств на тэта-функции, исполь-
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зуя теорию многообразий Прима. Однако вопрос о полноте этой системы 
тождеств, насколько известно автору, не исследован (даже не ясен воп
рос о том, хватает ли их по размерности). Наконец, еще один подход к 
проблеме Римана—Шоттки найден Андреотти и Майером [7], приме
нившими для решения этой проблемы информацию о сингулярностях 
0-дивизора (эти сингулярности для якобиевых многообразий римановых 
поверхностей имеют коразмерность 4). Уравнений Андреотти—Майера 
(мы укажем их в конце работы) хватает по размерности, однако проце
дура их написания сильно неэффективна. Кроме того, известно, что ре
шения этих уравнений имеют лишние компоненты в Ag (не относящие
ся к матрицам периодов) —см. [13]. 

В настоящей работе получены явные формулы для обращения ото
бражения периодов (0.13), т. е. для восстановления римановой поверх
ности по ее якобиану (другими словами, по ее матрице периодов (Bjk)). 
Кроме того, проблема Римана—Шоттки о выделении образа отображе
ния периодов (0.13) решена с точностью до компонент. 

Для решения этих классических алгебро-геометрических задач автор 
использует, согласно идее С. П. Новикова, важное в математической 
физике уравнение Кадомцева—Петвиашвили (КП) 

Зиуу =(4ut —биих—Uxxx) х- (0.14) 

И. М. Кричевер нашел широкий класс точных решений этого уравнения, 
каждое из которых конструируется исходя из произвольной гладкой 
алгебраической кривой Г (см. [9]). Эти решения имеют вид 

и{х, у, t)=2dx4nd(Ux+Vy+Wt + z0); (0.15) 

здесь Q(z) =Q(z\В) —тэта-функция кривой Г; векторы £/, V, W задают
ся весьма сложно кривой Г и точкой Р на ней (см. ниже формулы (1.6)); 
20— произвольный вектор. 

Возьмем теперь произвольную матрицу Римана В и некоторые век
торы £/, V, W и попытаемся удовлетворить уравнению КП выражением 
(0.15), где 6(z) =8(z |B) . После подстановки получится некоторая си
стема соотношений на переменные U, V, W и матрицу В: 

КП(£/, У, W, В)=0 (0.16) 

(явный вид этих уравнений будет указан ниже, см. теорему 1). С. П. Но
виков высказал гипотезу, что, решая систему (0.16) относительно мат
рицы В, мы получим матрицы периодов римановых поверхностей и толь
ко их, т. е. получим решение проблемы Римана—Шоттки. Оказалось 
также, что если известно уже, что В — матрица периодов некоторой ри
мановой поверхности Г, то, решая систему (0.16) относительно перемен
ных £/, V, W, мы получим явные уравнения этой римановой поверхности. 
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§ 1. Формулировки основных результатов 

Введем 28 «тэта-функций второго порядка» 

в [л] (г)= 2 ™P{(B(k + n)9k+n} + (k + n9z)}9 (1.1) 

где «характеристика» /ге — (Z2)*, т. е. все координаты вектора п= 

= (пи . . . , п8) равны нулю или 1/2. Величины 8[/г](0) (зависящие от 
матрицы Римана В), а также значения любых производных (четного по
рядка) в нуле — ЭгДя](0), Qijhi[n](0), . . . называются тэта-константами. 
Условимся опускать нулевой аргумент у тэта-констант, т. е. Q[n] = 
= 8[я] (0)Л[л]=в«[ / г ] (0 ) и т. д. 

ТЕОРЕМА 1. Функция вида (0.15) является решением уравнения 
КП (0.14), если и только если справедлива система из 28 соотношений 
на векторы U, Vf W, матрицу Римана В и некоторую лишнюю констан
ту d: 

f[n] = f[n](U9V9W,d9B) = 

= 2 UtUjUkU&jbt [n] + S ( т ViVi ~ UiWi) S " [n] + d § [П] = °' ( h 2 ) 

где n e — (Z2)g. 

Доказательство этой теоремы см. в обзоре [11] (глава 4). 
Введем многообразие Xg9 точками которого являются наборы 

(£/, V, W9 d, В), где 0ф1/9 V, W^O, d e C , BeH g , профакторизованные 
по действию следующих групп: 

(1.3) 

U^XU, V*±(X2V+2aXU), 

W*X3W + 3X2aV + 3Xa2U, d^X'd, B^B 

(X, а — произвольные параметры, ХфО), и 

U^2niMU, где М=( ' |В + 2шб)-1
) 

V^2aiMV, 

W^2niMW+niMU{U, U}, где {X, Y}=X*M^Y, 

d~d + l{V,V}-±{V,W}-±{U,U}\ 

B^2ni(aB + 2ni$)(iB+2ni8)-i. 

Здесь матрица ( | e S p ( g , Z) определяет преобразование из моду-
\У в/ 

лярной группы Gg (см. выше). Многообразие Xg (после надлежащей 
компактификации) алгебраично. 

(1.4) 
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ТЕОРЕМА 2. Система (1.2) выделяет в многообразии Xg алгебраи
ческое подмногообразие Yg. 

Это сразу вытекает из легко проверяемой инвариантности Yg относи
тельно преобразований (1.3), (1.4). Инвариантность системы относи
тельно преобразований (1.3) очевидна. При действии (1.4) модулярной 
группы система (1.2) не инвариантна (это справедливо лишь относи
тельно некоторой подгруппы конечного индекса в Gg). Но множества 
нулей Yg этой системы инвариантно относительно действия группы Gg. 
Фактически это связано с тем, что конструкция решений Кричевера не 
зависит от выбора канонического базиса циклов. 

Выше мы ввели пространство Rgy параметризующее римановы по
верхности рода g^2 — многообразие модулей римановых поверхностей. 
Через Rg обозначим естественное расслоение над Rg, слоем которого над 
данной точкой является соответствующая риманова поверхность. Раз
мерность этого многообразия равна 3g—2. Отображение периодов (0.13) 
очевидным образом продолжается до отображения 

Rg-^Hg/Gg. (1.5) 

Пусть B(Rg) —график этого отображения. Согласно конструкции Кри
чевера (см. введение), определено вложение этого графика в многообра
зие Yg решений основной системы (1.2). Это вложение задается следу
ющими формулами: если Г — риманова поверхность с каноническим ба
зисом циклов ad, bh о)!, . . . , cog—базис дифференциалов на Г, Р ^ Г — 
фиксированная точка, то В — матрица (0.12) периодов поверхности 1\ 

!/, = —<D,(P)/dz, Vt = —(o/(P)/dz9 

B7,= - - i - a > ; ( P ) / d z - | c ( P ) l / (1.6) 

(штрих обозначает производную относительно фиксированного локально
го параметра z в окрестности точки Р), где с(Р)—проективная связ
ность на Г (см. [2]), имеющая вид 

3с(Р)-- I S m e » 3|"iX-(P)o,(g)-|2 [ з г (О 
:(» 

2 

(M£) = 2t /A(0, •••); 

в* (О 
(1.7) 

здесь £ — произвольная неособая точка тэта-дивизора, т. е. 0(£)=О, 
grad6(£) =7̂ =0; d = d(P)—квартичный дифференциал на Г, имеющий 
вид 

w (Р) = - (in e (i))xxxx - б [(in е &)) j + 4 (in e ($))xt - з (in e ц))уу (1.8) 

(£ — произвольный вектор). Легко проверяется корректность этого ото
бражения (независимость от выбора базиса циклов и локального пара-
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метра г). В действительности (см. [11]), график B(Rg) содержится в 
открытом подмножестве X/czXg, выделяемом следующим условием не
вырожденности: 

ранг (e</[n]>e[/i]) = g f e + 1 ) + 1 . (1.9) 

{Матрица, входящая в это условие, составлена из тэта-констант и имеет 

размер g ( g + 1 ) + l ] X2g.l 
Теперь мы уже можем дать точную алгеброгеометрическую формули

ровку основной гипотезы. 
Г и п о т е з а (С. П. Новиков). Пересечение множества нулей Yg си

стемы (1.2) с областью X/ совпадает с графиком B(Rg) отображения 
периодов (1.5). 

(Нужно брать пересечение с X/, чтобы отбросить «тривиальные» ре
шения системы (1.2), отвечающие прямым произведениям якобианов на 
произвольное абелево многообразие.) 

Для g = 2, 3, где уравнений на матрицу Римана еще не возникает, эта 
гипотеза была доказана автором в работе [10], что позволило решить 
задачу эффективизации формул для решений уравнений KJI и уравне
ний, с ним связанных (доказательство см. в обзоре [11]). При g*>3 
справедливо более слабое утверждение: 

ТЕОРЕМА 3. Неприводимая компонента многообразия Ygy содержа
щая график B(Rg), совпадает с ним. Другими словами, гипотеза Нови
кова справедлива с точностью до, возможно, лишних компонент много
образия решений системы (1.2). 

Доказательство этой теоремы будет дано в следующем параграфе 
(идея доказательства опубликована в обзоре [11]). 

§ 2. Доказательство основной теоремы 

В силу алгебраичности всех конструкций достаточно подсчитать раз
мерность той компоненты Y/ многообразия Yg нулей системы (1.2), ко
торая содержит график B(Rg), и доказать, что она равна 3g—2. Пока
жем, что в качестве локальных координат в общей точке на Y/ можно 
взять переменные 1)и . . . , Ug, Vu . . . , Vg (определенные с точностью до 
преобразований £А-*Я£/, V^± (%2V-\-2XaU)) и ег=ехр£« ( i= l , . . . , g). 
Для этого нужно доказать, что ранг матрицы Якоби 

df[n) df[n) df [п] \ (2 п 
dd ' dWi ' dBtj 1 К 

равен ^ — — - + 1 . Здесь р[п] — левые части системы (1.2), причем в 

матрице (2.1) аргументы U, У, W, d, В лежат на графике B(RJ, т. е. 
имеют вид (1.6) — (1.8) для некоторой римановой поверхности Г и точки 

file://-/-2XaU
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на ней Р. Будем деформировать эту поверхность Г, перетягивая на ней 
а-циклы. При этом величины е* = ехр5« будут стремиться к нулю (см. 
[2]). Предельное подмногообразие {ei = .. . = 6^=0} отвечает так назы
ваемым «кривым Энриквеса», т. е. рациональным кривым с g двойными 
точками. Основная идея доказательства теоремы 3 заключается в том, 
чтобы решить систему (1.2) в окрестности подмногообразия {е = 0} «по 
теории возмущений»*. Из всей основной системы f[n]=0 выберем толь
ко S\S"r -f- 1 уравнения, отвечающие следующим характеристикам: 

1) п = 0; 
2) п = п{Р) = -— еРу где ер = (0, . . . , 1, . . . , 0)—р-й базисный вектор 

(единица на р-м месте). 
3) n = n{p>q)= ~(ep + eq),p=^q. 

Функции Q[n](z\B) становятся аналитическими (по е) в окрестности 
подмногообразия {е = 0} после несложной перенормировки. Для пере
численных выше характеристик явный вид этих перенормированных 
функций при е^-0 таков: 

ё [0] (z) = 1 + 2 3 e tchz<-f-..; 

7 3 9 [»(Р)1 (г) = ch ̂  + 2 е,- kpi ch U +-£•) + 2 Ж р 1ФР 
(2.2) 

1 ^ (.. г
Р ch z,—-f + ZPi \ 2 

здесь введено обозначение £ti = exp Bi5 при 1ф\\ 

zn — гп J p o - е [пш)] (z) = u ch i + i . + ch 2—2- + 

2 P + Z ? ^ , ?Р« „ u / , 2P + Z« + - ^ - c h U— -*-L_2_ + t ; . 2 

+кс„(г ,+^+кл(,+^}+ . . . . м. 
В этих формулах многоточием всюду обозначены члены более высокой 
степени по е. Соответствующую перенормировку для тех же самых ха
рактеристик сделаем и для функций f[n] (обозначения для этих функ
ций менять не будем). Будем искать неизвестные dy W{, ^ = ехр5<,- в 

* Для рода g—2 и уравнения Кортевега — де Фриза подобные вычисления по тео
рии возмущений впервые были проделаны С. Ю. Доброхотовым — см. [12]. 
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виде рядов по степеням е ь . . . , е :̂ 

d = d(0)+d(1)+---, Wt = W\°) + W?)+..., Ь/ = Й/ЧЙ/ )+...,(24 
где верхний индекс (fe) = (0), (1), . . . обозначает в разложении соответ
ствующей величины компоненту k-ik степени по е («k-e приближение»). 
Подставляя разложения (2.2), (2.3) в соответствующие уравнения 
f[n]=0 системы (1.2) и полагая е4 = .. . = г§=0, получим уравнения для 
нулевого приближения. Уравнение /[0] = 0 даст 

d(0) = 0. (2.5) 

Потребуем, далее, чтобы у вектора U все координаты были отличны от 
нуля. Тогда уравнение f[n{P)]=0 вместе с (2.5) даст 

<> = J L i / « + i l £ . (2.6) 
4 A Up 

Введем вместо переменных U, V новые переменные векторы X, У, по
лагая 

и1=Х<-¥ь Vt=X?-Yt* (i=l,...,g). (2.7) 

Тогда формула (2.6) перепишется в виде 

Wp
0) = Х 3

Р - Y3
P. (2.8) 

Наконец, из уравнения f[n(Piq)] = 0 находим: 

, ( . ) _ (Xp-Xq)(Y4-Yp) 
*М (Xq-Yp)(Xp-Yq) (2.9> 

(предполагая величины Х{, У,- попарно различными). Итак, в нулевом 
приближении система (1.2) решена. Переменные Хи . . . , Xg, Yu . . . , Yg>, 
определенные с точностью до преобразований вида 

Xf+KXt, Yt~XY„ 
(2.10) 

Xr-Xt+a, Y^Yt+a, 
являются координатами в пересечении Ygf){e = 0}. Это и означает спра
ведливость теоремы 3 в нулевом приближении (для кривых Энриквеса). 

Теперь легко вычислить матрицу Якоби (2.1) при е = 0 с заменой 
д д ъ ) . Эта матрица имеет вид 

df[n] df[n] df[n] 

° \ 
0 (2Л1) 

WlWAX,-YP)(Xp-Yg)J 
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где звездочками обозначены несущественные для нас члены. Очевидно, 
ранг этой матрицы максимальный. Отсюда и из комплексно-аналитиче
ской теоремы о неявной функции мы получаем решение системы (1.2) в 
виде 

и< = Х<-Уь 1А = А?-УД (2.12) 

d = d(X, У, 8), Wt-WtiX, У, е), £« = £«(*, У, е), (2.13) 

где (2.13) —однозначные аналитические по е (при малых е) функции. 
Коэффициенты разложений этих функций в ряд по 8 могут быть найде
ны рекуррентно путем подстановки рядов (2.4) в систему (1.2) (с теми 
же характеристиками, что и выше). Очевидно, эти разложения будут 
инвариантны относительно преобразований (2.10). Получаем в точности 
(3g—2)-параметрическое семейство решений. Значит, оно совпадает с 
B(Rg), имеющим такую же размерность и неприводимым. Теорема 3 до
казана. 

§ 3. Заключительные замечания 

1. Компонента Yg° совокупности Yg решений системы (1.2), найден
ная в основной теореме (и совпадающая с B(Rg)), может быть задана 
частью из уравнений системы (1.2). Достаточно взять уравнения f[n]=0 
для таких характеристик п\ . . . , rf (r = g(g+ l ) /2+ 1), которые являют
ся номерами строк ненулевого минора матрицы (1.9). Например, для 
матриц (Bjk) с малыми Ег = ехрВи такими характеристиками являются 
л = 0, п = п(Р) (р=1 , . . . , g), n = n(p>q) (/?, q=l, . . . , g; p<q) в обозначе
ниях предыдущего параграфа. Интересно отметить, что, исключая пере
менные £/, V, W, d, среди которых имеется 3g—1 независимых, из си
стемы 

fW = 0, . . . . / [ я ' ] = 0 (r = g ( g + 1) + l ) , (3.1) 

мы получим лишь 

g(g+o + ! _ ( 3 g - 1) = te--1)^-4) 

соотношений на матрицу Римана (Bjh) —на единицу меньше, чем нуж
ное число таких соотношений, равное (g—2) (g—3)/2. Структура мно
гообразия B(Rg)=Yg° объясняет вид недостающего соотношения: если 
(Bjh) — матрица периодов некоторой римановой поверхности Г, то ее 
прообраз B_1(5ife) —сама эта поверхность Г, а не изолированные точки 
(что вытекало бы из простой совместности системы (1.2)). Поясним, как 
получить нужное число соотношений на тэта-константы на первом не
тривиальном примере g = 4. Пусть п\ . . . , я11—номера строк ненулевого 
минора матрицы (1.9): 

det Фи [л], 9 [п]) фЪ (1 < ^ / ^ 4; п = п\ . . . , я11). (3.2) 
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Обозначим через 

( a j n ] , a[n]) ( 1 ^ * < / ^ 4 ; n = n\ . . . , /г11) (3.3) 

обратную матрицу. Тогда из системы (1.2) при п = п\ . . . , nil получим: 

YVP- UPWP = - Qpp (U), p = 1, . . . . 4, (3.4) 
4 

| FPF? - UpWq - UqWp = - Qpq (U), 1 ^ p < q ^ 4, (3.5) 

где многочлены Qpg(t/) имеют вид 

QM(U)= S f/<l//I/ftl//(SflM[ns]8, /w[tf]j. (3.6) 
i,j,k,l=i \s=i / 

Переменные W7 сразу исключаются. После простых преобразований по
лучим: 

UpVq-UqVp = ^VP^W) (1<р«/<4), (3.7) 

где многочлены PM(U) имеют вид: 

Ppq (U) = UlQqq (U) - UpUqQpq (U) + UqQpp (U). (3.8) 

Условия совместности системы (3.7) имеют вид: 

и2YPUP)- и3УР~Ж) - игур~Ж) = о, 
и2УР1Ж)-и,}ГР^)-и1УР^Ж) = 0, (3.9) 

и> УКЖ) - и* УКЖ) - t/i У л Ж = о. 
Вектор U=(Ul, U2, £/3, £/4) можно нормировать так, чтобы £/ t=l. На
ходя из первых двух уравнений системы (3.9) неизвестные С/2, Us и под
ставляя их в третье уравнение, получим некоторое соотношение 

где P{U,k)—многочлен. Приравнивая нулю любой из его коэффициен
тов, получим искомое соотношение на тэта-константы. Очевидно, точно 
так же получается нужное число соотношений и в общем случае g">4. 

2. Указанная в доказательстве основной теоремы процедура построе
ния решений системы (1.2) для компоненты Y/ в виде функций от коор
динат {X, У, г) проходит и на подмногообразиях в B(Rg), отвечающих 
гиперэллиптическим или тригональным (трехлистным накрытиям над 
СР1) римановым поверхностям. При этом для гиперэллиптических по
верхностей координаты X и У должны быть связаны соотношениями 

Х<+У<=0 . ( i = l , . . . , £), (3.10) 

81, . . . , гё произвольны. Действительно, в силу формул (1.6) вектор (Уг) = 
= (Xi2—У/) обращается в нуль в 2g + 2 точках Вейерштрасса гиперэл-

7 Серия математическая, № 5 



1026 ДУБРОВИН Б. А. 

липтической поверхности рода g. Поэтому наложение соотношений (3.10) 
вырезает в многообразии Y/ (2# + 2)-листное накрытие совокупности 
всех гиперэллиптических кривых. Формулы (2.13) тогда дадут явные 
выражения для матриц периодов гиперэллиптических кривых. Анало
гично, совокупность периодов тригональных кривых выделяется в Y/ 
соотношениями 

W<(X, У,е)=Х*-У„ i = l , . . . , g . (3.11) 

3. Как уже было указано в первом замечании, если (Bjk) — матрица 
периодов некоторой римановой поверхности Г, то решения соответствую
щей системы (1.2), лежащие в Y/, дают саму риманову поверхность Г.. 
Причем в силу предыдущего замечания это справедливо и для гиперэл
липтического и для тригонального случаев. Сопоставление с теоремой 
Нётера—Энриквеса о канонических кривых (см. [1], а также главу 4 
обзора [11]) позволяет сделать следующее 

У т в е р ж д е н и е . Если (Bjk) — матрица периодов общей негипер-
эллиптической римановой поверхности Г, то проекция решений соответ
ствующей системы (1.2) в пространство CPfj"1 с однородными коорди
натами (£/4: . . . : Ug) есть образ канонического вложения кривой Г. 

Таким образом, если (Bjk) — матрица периодов Г, то, исключая из 
системы (1.2) переменные У, W> d, мы получим канонические уравнения 
поверхности Г. Для гиперэллиптического случая достаточно исключить 
только переменные W и d. 

4. В настоящее время известно большое число важных нелинейных 
уравнений, проинтегрированных в тэта-функциях (см. [8], [9], а также 
обзор [11]). Метод, развитый автором в работах [10], [ И ] , позволяет 
выводить из этих нелинейных уравнений ряд полезных соотношений для 
тэта-функций*. Укажем здесь один простой пример — двумеризованная 
цепочка Тода, проинтегрированная в тэта-функциях И. М. Кричевером 
(см. приложение к обзору [И] ) . Уравнения здесь дифференциально-
разностные: 

dvn _ 

ду 

- ^ = Cn(Vn—Vn-x) 
дх 

(/1 = 0, ± 1 , ± 2 , . . . ) . (3.12) 

Решения этой системы параметризуются произвольной римановой по
верхностью Г и парой ее точек Р+ и Р~ и имеют вид (вектор z0 произ
волен) : 

с __ 6 (xU+ + yU- + (n+\)A + z0)d (x(J+ + yU- + (п - 1) А + z0) 
П е202 (xU+ + ylt- + пА + z«) 

(3.13) 
v _ д ь Q(xU+ + yU- + (n+l)b + z0) 

_ _ _ _ _ ^ n dx G (xU+ + yU- + лД + z0) 
* Вне связи с нелинейными уравнениями некоторые из этих тождеств появлялись 

и раньше —см. [2]. Так, например, следствие 2.12 из [2] легко сопоставляется с урав
нением КП; тождество (39) — с цепочкой Тода. 
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Здесь А= (А1? . . ., Ag), U± = (U^, .. ., £ / / ) , причем 

где (Oi, . . . , cô  — базис голоморфных дифференциалов на Г с нормиров
кой (0.11), г± — локальные параметры в окрестностях точек Р+ , Р~, 
е2 — константа, зависящая от точек Р+ , Р~. Подстановка этих формул 
в систему (3.12) после несложных преобразований дает: 

9(z0 + A)6(z 0 -A) * ut[J l n e ) ( } (3> 1 5 ) 

(а — новая константа). Применение теоремы сложения (см. [И]) даст 
следующую систему соотношений, эквивалентную (3.15): 

- ^ 9 [п] (2А) = aQ [п] + 2 ^ UiUJbj [n], (3.16) 
I, / 

где яе—(Z2)g . Эта система уже трансцендентна относительно величи
ны Д. От трансцендентности можно легко избавиться следующим обра
зом. Рассмотрим ^-мерное подмногообразие Kg(B) в пространстве 
CPN(N = 28— 1) с однородными координатами Х[п], n^—(Z2)g, имею
щее параметрическое представление 

Я[/1]=6[л](2Д), (3.17) 

где ДеС*—произвольный вектор, n G - ( Z 2 ) g . Это — многообразие Кум-
мера; коэффициенты его уравнений в СР^ могут быть выражены через 
тэта-константы (см. [7]). Пусть 

gk(M/i])=0, fe=l, . . . , tf-ff, (3.18) 

— эти уравнения. Тогда из системы (3.16) вытекает: 

gk (aQ [п] + 2 ^ UWjhj [п]\ = 0, (3.19) 

т. е. совокупность векторов вида 

X [п] = аё[п] + ^ 1Ли}Ьц [п] (3.20) 

имеет непустое пересечение с поверхностью Kg(B). Исключая из (3.20) 
величины а и U+, U~, можно получить искомые соотношения на тэта-
константы. Интересно отметить аналогию между полученными соотно
шениями и соотношениями Андреотти—Майера [7], которые имеют 

7* 
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вид: совокупность векторов Х[п] в СР", удовлетворяющих уравнениям 

2Мл]8 [п ] = 0, 

^ " (3.21) 
2 Мл] 8,у [л] = 0, i,j=l,...,g, 

имеет непустое пересечение с многообразием Куммера. 
В заключение автор считает своим приятным долгом поблагодарить 

А. Н. Тюрина за ряд полезных обсуждений. 
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