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В настоящей работе построен функтор из категории одно
мерных коммутативных формальных групп в категорию топо
логических абелевых групп. Для мультипликативной формаль
ной группы этот функтор является обычным функтором Витта. 
Изучаются некоторые свойства построенного функтора. Далее 
построенный функтор применяется для описания мультипли
кативных операций в теории унитарных кобордизмов. Библ. 
7 назв. 

§ 1. Основные определения 
1. Пусть R — коммутативное ассоциативное кольцо с 

единицей, Д[[Х, Y]] — кольцо формальных степенных 
рядов от двух переменных, F (X, Y) GE R \[Х, Y]] — од
номерная коммутативная формальная группа над R, 
I {X) ЕЕ R [[X]] — ее обратный элемент, 

(o(X)=(S i ° l„p i X i )dX (1.1) 

— ее канонический инвариантный дифференциал (р0 = 1). 
Если R является 0,-алгеброй, то существует ряд I (X) = 

= Е Н О Т Т Г Х*+1 такой 'что ю (Х) = dl (х ) ' и 

F (X, Y) = Z-1 (I (X) + I (У)) (1.2) 
(см. [2]). Символом Л будет обозначаться топологическое 
пространство формальных степенных рядов над R без 
свободного члена с обычной топологией формальных сте
пенных рядов. Наделим Л структурой абелевой тополо
гической группы Л (i?, F), полагая 

(/ + Fg)(X) = F (/ (X), g (X)). (1.3) 
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Проверка аксиом топологической группы тривиальна. 
Пусть R не имеет элементов конечного порядка. 

оо 

ЛЕММА 1.4. Пусть f(X)=Zh==1aiXi. Тогда ряд 
f (X) единственным образом представляется в виде 

/ (^) = 2Г= 1
/ ? ^' - (1-5) 

Более того, если ат — первый отличный от нуля коэффи
циент { (X), то at = at при i ^ т. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выражение (1.5) имеет 
смысл, так как его правая часть сходится в группе 
Л (Z?, F). Имеем уравнение над 

и®.о-1{Ъ^т^1)-Ъ^т1(^х% 
Отсюда 

атХт + о (Хт) = атХт + о (X™), 
т. е. ат = ат, значит, 

'(SL«^ i)-Z(a r oX"') = 2i
<lIIl+1Z(aiX«) (1.6) 

Применяя теперь к обеим частям (1.6) ряд Z, получаем: 
оо 

F (/ (X), /(атХт)) = 2 i = m + 1
 F*iX\ (1.7) 

Но левая часть (1.7) есть ряд над R, начинающийся со 
степени, большей т. Дальше — очевидная индукция. 

С л е д с т в и е . 1.8. Л (Д, F) cz Л (R (х) Q, F) — 
подгруппа. 

П р и м е р 1.9. Пусть Fm(X, Y) = X +Y — XY — 
мультипликативная формальная группа. Рассмотрим ото-

л 
бражение Я : Л -> i? [[X]], полагая / - > ! — / (X). 
Тогда (/ + *» (X) = / (X) + g (X) - / (X) g (X) Л 
л 
—> [1 —/(Х)][1 — g (Х)],т.е.Х — непрерывный мономор
физм группы Л (R, Fm) в мультипликативную группу об
ратимых элементов кольца R [[X]]. 

2. О п р е д е л е н и е 2.1. Обобщенной группой Вит-
та W (R, F) называется множество бесконечных векторов 
х = (хи х2, . . .), где xt ЕЕ RVi, причем отображения 

wn (х) = З а / n d/> „_ xnJd, п = 1, 2 , . . . (2.2) 
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бпределяют набор гомоморфизмов в аддитивную группу 
кольца R. 

Будем называть xt, х2, . . . истинными координатами 
вектора х, a w{ {x), w2 (х), . . . призрачными координата
ми. Из (2.2) следует, что переход от истинных координат 
к призрачным обратим над кольцом R (x) Q, т. е. сложе
ние в группе W(R(S)Q, F) определено однозначно из 
(2.1). Покажем, что W {R, F) — подгруппа в W (R (х) 
(х) Q, F). 

О п р е д е л е н и е 2.3. Отображение Е : W (Л, F) -> 
—> R [[X]] (х) О, определяемое формулой 

Е (X) = Z-i (ST=1 -i- wn (x) Xn) , (2.4) 

называется экспонентой Артина — Хассе. 
ТЕОРЕМА 2.5. Экспонента Артчна — Хассе опреде

ляет изоморфизм групп Е : W (Л, F) ->• А (Д, F). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (2.4) имзем: 

^ (*+у) = г-1 (sr=14- ̂  и х " + 2 d 4- w« (2/)х") = 
= Z-i [Z (Я (.г)) + Z (Я (j/))] = £(*) + FE (у). (2.6) 

Далее: 

\ \ d ' ' 

= Z 4 S L 4**Xd)) = ^FxdXd. (2.7) 
Теорема следует теперь из (2.6), (2.7) я леммы 1.4. 

С л е д с т в и е 2.8. Структура группы на W (R, F) 
определяется однозначно из (2.1). 

Доказательство немедленно следует из (1.8) и (2.5). 
П р и м е р 2.9. Для группы Fm примера (1.9) имеем: 

Pi = I для i = 1,2, . . ., т. е. формулы (2.2) принимают 
вид и?п {х) = Sd/rld^/d. Следовательно, группа W(i?, jPm) 
есть аддитивная группа кольца Витта (см. [1]). Этим моти
вируется выбор названия для групп W (Л, F). 

Введем в W (Д, F) топологию, индуцированную есте
ственным нормированием: v (х) = п, если хп — первая 
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отличная от нуля истинная координата. Тогда Е ста* 
новится изоморфизмом топологических групп. 

Пусть F — категория, объектами которой являются 
пары (R, F), F — формальная группа над кольцом R. 
Морфизм / категории-#7 —это гомоморфизм колец / : JF?± —;> 
-> R2l причем F2 = F1, т. е. F2 получается применением 
/ к коэффициентам F^. Заметим, что тогда р(2 = { (pFl), 
где ft определяется из (1.1). Определим W(f) : W(Ri4Fi)—> 
-> W (R2, F2), полагая W (/) (хих2, ...) = (/ {x{), f (x2)... 
. . .). Это, очевидно, непрерывный гомоморфизм групп. 

В категории F имеется универсальный объект (см. 
[3]). Обозначим его символом (L, U). Так как L — кольцо 
без кручения, то определена группа W (L, U). Если те
перь (i?, F) — объект из F и / : (L, U) -> (i?, F) — кано
нический гомоморфизм, то W {R, F) определяется как 
образ группы W (Z, U) при гомоморфизме W (/) в мно
жестве всех векторов с координатами из R. Итак, W 
становится функтором из категории F в категорию то
пологических абелевых групп и их непрерывных гомо
морфизмов. 

§ 2. Эндоморфизмы функтора W. 
1. О п р е д е л е н и е 1.1. Определим семейство ото

бражений сдвига Vn:W-+W, полагая 

( х т , если п | т, 
(Vn(x))m=l - (1.2) 

I 0 в противном случае. 

ЛЕММА 1.3. Vn — мономорфизм при п = 1,2, . . . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Вычислим действие Vn на 

призрачные координаты. Имеем: 

™т (Vn (X)) = 2nJdJm dp^ _ х7/п, 
d г 

т. е. 

= \^iki=minnkPi-ixi = nwm/n(ж), если п\т, „ 4 

1 0 в противном случае. 

Утверждение леммы следует далее из очевидной инъектив-
ности отображения (1.2) и аддитивности выражения (1.4). 
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О п р е д е л е н и е 1.5. Определим семейство отоб
ражений Фробениуса Fn : W —> W их действием на изо
морфной группе Л. Пусть Еь ... , Нп — формальные корни 
п-и степени из X. Положим 

•Fn(f(X))=^=1
Ff(li). (1.6) 

Правая часть (1.6), будучи симметричной по Е$ в силу 
коммутативности группы F, является рядом из R [[XI]. 
Аддитивность отображений Fn очевидна. 

ЛЕММА 1.7. 
и?т (Fn (х)) = wmn (х). (1.8) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для простоты выкладок про
верим наше утверждение на элементе Е ((1, 0, . . .)) = X. 
Имеем: 

Fn(X) = ГЦ1(Ы + .-. + Щп)) = l-4(li+ ••• + ln) + 
+ -£• (й + • • • + £) + • • •) = г-1 (РП-1* + Р*^*» + ...)• 

' 2 

Но wm (1, 0,0, . . .) = рт-^ (1.8) теперь следует из пре
дыдущих выкладок и из (1.2.4). 

ТЕОРЕМА 1.9. Vn и Fn обладают следующими свой
ствами: 

(1) Vm о Vn = Fm n , 
(2) FmoFn= Fmn, 
(3) F n о Fffi = y m ° jFn гс/ж (яг, ra) = 1, 
(4) Fn о Fn есть умножение на п в Z-модуле W, 

1 
(5) — Vn о Епестъ проектор W (R (x) Q, F) на такие 

вектора х, что wm (х) = 0 при п \ т, 
6) лр = 2(n,p)=i^T^ ^п°^п ^ с т ь проектор W (i?(x) Z,„ F) 

wa такие вектора х, что wm (х) =•- 0 тг/ж т =f= ph (\i — 
функция Мёбиуса). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу (1.4) и (1.8) действие 
F n и Vn на призрачные компоненты в обобщенных груп
пах Витта идентично действию гомоморфизмов сдвига и 
Фробениуса в обычных группах Витта. Тем самым ут
верждения (1) — (6) теоремы сводятся к соответствую
щим утверждениям об обычных группах Витта, доказы
ваемым подсчетом на призрачных компонентах (см., 
например, [1]). 
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Пусть теперь кольцо R является алгеброй над коль
цом целых р-адических чисел Zp. 

О п р е д е л е н и е 1.10. Формальная группа F 
р-типична, если в группе W {R, F) wm {х) = 0 при т =j= ph. 

Эквивалентность данного определения определению 
Картье (см. [4]) немедленно следует из (1.8). 

ТЕОРЕМА 1.11. Пусть fp (X) = Е (лр (1)). Тогда 
формальная группа Gp (X, Y) = fp F (fp (X), fp (Y)) 
р-типична. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Это немедленно следует из 
утверждения (6) теоремы (1.9). 

§ 3. Связь с топологией. 
1. Пусть F (и, v) — формальная группа геометриче

ских кобордизмов, 

g (") = 2,"„ 1 г г uUl ^ и' (срх) ® Я (i-i) 
— ее логарифм (ряд Мищенко) (см. [6]). Здесь и ЕЕ 
ЕЕ U*(CP°°) = Qv [[и]] —универсальный элемент, т. е. в 
этом случае коэффициенты инвариантного дифференциала 
(1.1.1) имеют вид pi = [СРг], и формулы (1.2.2) принима
ют вид 

*>Л*) = Ъ<Цп*[СРп1*-г]хГ. (1-2) 

ЛЕММА 1.3. Пусть ф ЕЕ Аи ® Q — мультипликатив
ная операция в теории унитарных кобордизмов; тогда 
Ф (g(u)) = £ (и). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению, g (и) 
является примитивным элементом при отображении 
U* (СР°°) (х) Q-+ U* (СР°°) 0 С/* (СР°°) (х) Q, индуциро
ванном //-структурой на СР00. Любая операция из Аи 

коммутирует с диагональю, т. е. мультипликативная опе
рация переводит примитивные элементы в примитивные. 
Но Q[/-модуль примитивных элементов одномерен, и так 
как ф (g (и)) = и + о (и), то ф (g (и)) = g (и). 

Пусть ф (и) есть формальный степенной ряд / (и). 
Как известно (см. [6]), по ряду / (и) ЕЕ &и[[и]] (g) Q одно
значно восстанавливается мультипликативная операция 
Ф е Аи (х) Q. Обозначим g® (и) ряд, получающийся из 
g (и) действием ф на его коэффициенты. Имеем: 

g(u)=v(g(u)) = g*(f(u)), 
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следовательно, 
Sit1 (и)) =g*(u), 

т. е. 
Г1 (и) = tr1 (8* (и))- (1-4) 

Пусть х ЕЕ W (Qu (х) Q, F) — такой вектор, что wn (x) = 
= у[СРп-1]. Тогда из (1.1), (1.4) и (1.2.3) получаем, что 
f~l (и) — Е (х), т. е. экспонента Артина — Хассе уста
навливает связь между действием мультипликативной 
операции на кольце коэффициентов и действием ее же на 
кобордизмах бесконечномерного проективного простран
ства. 

С л е д с т в и е 1.5. Пусть Wi, w2, . . . ЕЕ &и- Тогда и 
только тогда существует мультипликативная операция 
Ф ЕЕ Аи, при ф [СР11*1] = wn, когда существует набор 
хи х2, . . . ЕЕ &и, такой, что 

п 

™n=?id\nd[CPI~\xt, xx = \. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Это немедленно следует из 
предыдущих рассуждений и из (1.2). 

Полученное следствие дает возможность получать раз
нообразную информацию о мультипликативных операциях 
из Аи. Например: 

С л е д с т в и е 1.6. Для любой мультипликативной 
операции ф ЕЕ Аи имеем: 

(1) Td (ф [СРРН-Ц) = 1 (mod p), 

(2) L (ф [СРР _1]) = 1 (mod p) при р нечетном, 
(3) L (ф [СР^-Ч) = 0 (mod 2), 
(4) х (ф [СР"-1]) = 0 (inodw). 
Здесь Td — род Тодда, L — L-род Хирцебруха, 

% — эйлерова характеристика. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Все эти утверждения одно

типны, поэтому докажем первое. Пусть х ЕЕ W (&u, F) — 
такой вектор, что wn (x) = ф [СР71'1]. Он существует в силу 
(1.5). Пусть yt = Tdxt. Тогда в силу (1.2) имеем: Tdwn (x) = 

= I>d/ndyd. В частности, Tdwph (x) = 2J._ ргуР
{ . Но 

У\ = wi (х) = Ф (1) = 1, откуда и следует требуемое 
утверждение. 
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С л е д с т в и е 1.7. Операция <рр ЕЕ Аи (х) Z p , со-
ответствующая вектору тср (1), действует следующим 
образом: 

<рр [ С Р / - 1 ] = [ C / > P " - I ] , 

ф р [СРЛ] =0 при пфрп — 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Это немедленно следует из 
у т в е р ж д е н и я (6) теоремы (2.1.9) и из (1.1) (ср. [6]). 

Московский государственный Поступило 
университет им. М. В. Ломоносова 22.X.1971 
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