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The 
andidate is asked to solve at least one problem among the following.
1 Analyti
al me
hani
sConsider in the phase spa
e R4 the symple
ti
 form! = dx1 ^ dp1 + dx2 ^ dp2and the 
orresponding Hamiltonian equations with HamiltonianH = p21 + p22 + U(r); U(r) = r2 � r6; where r2 = x21 + x22 :1) Prove that the resulting system is 
ompletely integrable. Dis
uss the formulationof the problem in terms of a
tion-angle variables, determining in parti
ular theregion in phase spa
e where a
tion-angle variables 
an be de�ned.2) Find the equilibrium points both of the radial motion and of the 
omplete systemand dis
uss their stability.3) Prove that the periodi
 orbits are dense in the region in phase spa
e where themotion is bounded.



Settore di Fisi
a Matemati
aEsame di ammissione 2001/2002
Il/La 
andidato/a risolva almeno uno dei seguenti eser
izi.
Me

ani
a Analiti
aSi 
onsideri nello spazio delle fasi R4 la forma simpletti
a! = dx1 ^ dp1 + dx2 ^ dp2e le 
orrispondenti equazioni di Hamiltonian 
on HamiltonianaH = p21 + p22 + U(r); U(r) = r2 � r6; dove r2 = x21 + x22 :1) Dimostrare 
he tale sistema �e 
ompletamente integrabile. Dis
utere la formu-lazione dello stesso nei termini di 
oordinate angolo-azione, e determinare in par-ti
olare la regione dello spazio delle fasi dove le 
oordinate angolo-azione possonoessere de�nite.2) Trovare i punti di equilibrio sia del moto radiale 
he del sistema 
ompleto edis
uterne la stabilit�a.3) Dimostare 
he le orbite periodi
he sono dense nella regione dello spazio delle fasidove il moto �e limitato.



2 Partition Fun
tion in Statisti
al Me
hani
sConsider a quantum system whose energy spe
trum (in appropriate unit) is givenby En = logn ; n = 1; 2; 3; : : : (1)On
e the system is in 
onta
t with a heat reservoir at temperature ��1, its 
anoni
alpartition fun
tion is given byZ(�) = 1Xn=1 exp [��En℄ : (2)1. Dis
uss the range of � su
h that Z(�) is well{de�ned and identify the �nitevalue �
 of � for whi
h there is a singularity.2. Show that for � ! +1, the mean value of the energy of the system behavesas hEi � 1� (3)3. Prove that, for those values of � for whi
h Z(�) is well{de�ned, it holds theidentity Z(�) =Yk 11� 1p�k (4)where the above produ
t is on all prime numbers pk.Hint Remember that for jxj < 1 , 1=(1� x) = 1 + x+ x2 + x3 + � � � .4. Show that the existen
e of �
 implies that there are in�nitely many primes.



Una Funzione di Partizione in Me

ani
a Statisti
aSi 
onsideri un sistema quantisti
o il 
ui spettro (in unit�a appropriate) �e dato daEn = logn ; n = 1; 2; 3; : : : (5)Posto il sistema a temperatura ��1, la sua funzione di partizione nell'ensemble
anoni
o �e data da Z(�) = 1Xn=1 exp [��En℄ : (6)1. Dis
utere i valori di � per 
ui Z(�) �e de�nita e identi�
are il valore �nito �
per 
ui vi �e una singolarit�a.2. Mostrare 
he per � ! +1, il valor medio dell'energia del sistema va 
omehEi � 1� (7)3. Provare 
he per quei valori di � per 
ui Z(�) �e de�nita vale l'identit�aZ(�) =Yk 11� 1p�k (8)dove il prodotto �e su tutti i numeri primi pk.Suggerimento. Si ri
ordi 
he per jxj < 1 , 1=(1� x) = 1 + x+ x2 + x3 + � � � .4. Mostrare 
he l'esistenza del punto singolare �
 per Z(�) impli
a l'esistenza diin�niti numeri primi.



3 Classi
al Field theory (Fluid dynami
s)An in
ompressible perfe
t 
uid undergoes an irrotational bidimensional 
ow in a
ir
ular 
avity of radius R. The 
uid gets in and out of the 
avity through two holesof negligible diameter, situated at two opposite lo
ations of the bounding 
ir
le, ata given speed v0.1) Prove that the solution of the problem may be 
ast in the form of a boundaryvalue problem for the Lapla
e equation for a s
alar �eld with distributional Neu-mann boundary 
onditions on the bounding 
ir
le. Find a series of fun
tions whi
hsolves the problem. (Hint: develop the Dira
 deltas in a Fouries series).2) Dis
uss the regularity properties of the solution and determine the velo
ity�eld v at every point of the 
avity.



Teoria 
lassi
a dei 
ampi (Fluidodinami
a)Un 
uido perfetto in
omprimibile �e soggetto ad un moto stazionario irrotazionalebidimensionale attraverso una 
avit�a 
ir
olare di raggioR. Il 
uido entra ed es
e 
onvelo
it�a assegnata v0 attraverso due fori di diametro tras
urabile, posti in posizionidiametralmente opposte lungo la 
ir
onferenza di bordo.1) Dimostrare 
he la soluzione del problema del moto del 
uido pu�o essere ri
on-dotta alla soluzione dell'equazione di Lapla
e per un 
ampo s
alare 
on 
ondizionial 
ontorno di Neumann distribuzionali sulla 
ir
onferenza di bordo. Trovare unaserie di funzioni 
he soddisfa questo problema al 
ontorno. (Cenno: sviluppare ledelta di Dira
 in serie di Fourier).2) Dis
utere le propriet�a di regolarit�a della soluzione trovata e determinare ilvettore velo
it�a v in ogni punto della 
avit�a.



4 A two{
omponent quantum me
hani
s prob-lemConsider the one{dimensional quantum problem with an HamiltonianH = 12 �p2 +W 2(x)�1+ ~2 dWdx �3 ; (9)where �1 = 0� 0 11 0 1A ; �2 = 0� 0 �ii 0 1A ; �3 = 0� 1 00 �1 1Aare Pauli matri
es whi
h satisfy [�l; �m℄ = 2i �lmn �n. As usual, p = �i~ ddx with
ommutation relation [f(x); p℄ = i~df(x)dx . We assume that jW (x)j ! 1 as jxj !1.1. Prove that the hermitian operatorsQ1 = 12 (p �1 +W (x) �2) ; Q2 = 12 (p �2 �W (x) �1) = �i�3Q1express a symmetry of the system, i.e. they 
ommute with the Hamiltonian[Qi; H℄ = 0Hint. It may be useful the following identity for the 
ommutator:[AB;CD℄ = AC[B;D℄ + A[B;C℄D + C[A;D℄B + [A;C℄DB2. Prove that the Hamiltonian 
an be expressed as H = 12Q21 or, equivalently, asH = 12Q22.3. Show that the eigenvalues En of the Hamiltonian (10) satisfy the 
onditionEn � 0 and that the exa
t ground state wave fun
tion (with E = 0) 
an beexpressed as  (x) = exp�Z x0 dyW (y)~ �3� (0)provided  (x) is normalizable. Dis
uss the 
onditions that W (x) and  (0)have to satisfy in order that this happens.4. Prove that for W (x) given by = W (x) = gx2n (n = 1; 2; : : :) the ground stateenergy E0 is instead stri
tly positive and that the symmetry generated by Q1and Q2 is spontaneously broken.



Problema Unidimensionale di Me

ani
a Quantis-ti
a a Due ComponentiSi 
onsideri il problema quantisti
o unidimensionale 
on Hamiltoniana data daH = 12 �p2 +W 2(x)�1+ ~2 dWdx �3 ; (10)dove �1 = 0� 0 11 0 1A ; �2 = 0� 0 �ii 0 1A ; �3 = 0� 1 00 �1 1Asono le matri
i di Pauli, 
he soddisfano [�l; �m℄ = 2i �lmn �n. Al solito p = �i~ ddx
on regola di 
ommutazione [f(x); p℄ = i~df(x)dx . Si assuma 
he jW (x)j ! 1 perjxj ! 1.1. Provare 
he gli operatori hermitianiQ1 = 12 (p �1 +W (x) �2) ; Q2 = 12 (p �2 �W (x) �1) = �i�3Q1esprimono una simmetria del sistema, 
io�e 
he 
ommutano 
on l'Hamiltoniana[Qi; H℄ = 0Suggerimento. Pu�o essere utile la seguente identit�a per i 
ommutatori[AB;CD℄ = AC[B;D℄ + A[B;C℄D + C[A;D℄B + [A;C℄DB2. Provare 
he l'Hamiltoniana puo' essere s
ritta 
ome H = 12Q21 (o, equivalen-temente H = 12Q22).3. Mostrare 
he gli autovalori En dell'Hamiltoniana soddisfano la 
ondizioneEn � 0 e 
he la funzione d'onda esatta dello stato fondamentale (
on E = 0)pu�o essere s
ritta 
ome (x) = exp�Z x0 dyW (y)~ �3� (0)pur
h�e  (x) sia normalizzabile. Dis
utere le 
ondizioni 
he W (x) e  (0)devono soddisfare aÆn
h�e questo a

ada.4. Provare 
he per W (x) dato da = W (x) = gx2n (n = 1; 2; : : :) l'energia dellostato fondamentale E0 �e inve
e strettamente positiva e 
he la simmetria gen-erata da Q1 e Q2 �e rotta spontaneamente.



5 Topology(1) Prove that every 
ompa
t subset of a 
ompa
t Hausdor� spa
e is 
losed.(2) Let X and Y be 
ompa
t Hausfor� topologi
al spa
es, and f : X ! Y a
ontinuous bije
tive map. Show that f is a homeomorphism.(3) Let X and Y be 
ompa
t Hausdor� spa
es and f : X ! Y a map whosegraph is 
losed in X � Y . Show that f is 
ontinuous.(4) Let X be P1(C) with m � 2 points removed. Show that for every n � 1there exists a 
onne
ted unrami�ed n-sheeted 
overing of X.(5) Constru
t a double unrami�ed 
overing f : X ! Y , where X is a bidimen-sional torus with four points removed, and and Y a two-dimensional sphere withfour points removed. (Hint to a possible solution: use the Weierstrass or P-fun
tion,or use the theory of algebrai
 
urves, or...)



Topologia(1) Dimostrare 
he un sottoinsieme 
ompatto di uno spazio 
ompatto di Hausdor��e 
hiuso.(2) Siano X e Y spazi topologi
i 
ompatti di Hausdor� e f : X ! Y una mappa
ontinua e bigettiva. Dimostrare 
he f �e un omeomor�smo.(3) Siano X e Y spazi topologi
i 
ompatti di Hausdor� e f : X ! Y una mappail 
ui gra�
o �e 
hiuso in X � Y . Dimostrare 
he f �e 
ontinua.(4) Sia X lo spazio dato da P1(C) 
on m � 2 punti rimossi. Dimostrare 
he perogni n � 1 esiste un ri
oprimento 
onnesso di X non rami�
ato a n fogli.(5) Costruire un ri
oprimento doppio non rami�
ato f : X ! Y , dove X �e untoro meno quattro punti, e Y una sfera bidimensionale meno quattro punti. (Cennoad una possibile soluzione: usare la funzione di Weierstrass o funzione P; oppureusare la teoria delle 
urve algebri
he, o...).


