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Settore di Fisi
a Matemati
aEsame di ammissione | Aprile 2002Il 
andidato risolva almeno uno dei seguenti eser
izi.1. Geometria proiettivaLo spazio proiettivo 
omplesso n-dimensionale viene denotato Pn(C ).Ri
ordiamo le seguenti de�nizioni e notazioni usate in seguito:i) Sia f : X ! Y un'appli
azione olomorfa tra due variet�a 
omp-lesseX e Y . f �e un'immersione se �e iniettiva e il suo di�erenzialeTx(f) �e iniettivo per ogni x 2 X.ii) Una variet�a 
omplessa 
ompatta �e detta proiettiva se ammetteun'immersione in uno spazio proiettivo 
omplesso.Dimostrare quanto segue:(1) Pn(C ) �e una variet�a 
omplessa 
ompatta.(2) Mostrare 
he una quadri
a in Pn(C ) �e un sottoinsieme 
ompattodi Pn(C ). Sotto quali 
ondizioni la quadri
a �e una sottovariet�adi Pn(C )? (Ri
ordiamo 
he una quadri
a �e per de�nizione illuogo degli zeri di un polinomio omogeneo di grado 2).(3) Sia s : P1(C )�P1(C ) ! P3(C ) l'appli
azione data in 
oordinateomogenee das((x0; x1); (y0; y1)) = (x0y0; x0y1; x1y0; x1y1):Dimostrare 
he s �e ben de�nita ed �e un'immersione.(4) Sia Q = Im(s) l'immagine di s in P3(C ). Dimostrare 
he Q �euna quadri
a lis
ia di P3(C ).(5) Generalizzando il punto (3), dimostrare 
he il prodotto di duevariet�a proiettive 
omplesse �e una variet�a proiettiva 
omplessa.
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al Physi
s Se
torEntran
e examination | April 2002The 
andidate is asked to solve at least one of the folowing exer
ises.Proje
tive geometryThe n-dimensional 
omplex proje
tive spa
e will be denoted Pn(C ).We re
all some de�nitions and notation used in the following:i) Let f : X ! Y be a holomorphi
 map between two 
omplexmanifoldsX and Y . f is said to be an embedding if it is inje
tiveand its di�erential Tx(f) is inje
tive for every x 2 X.ii) A 
ompa
t 
omplex manifold is said to be proje
tive if it 
anbe embedded into a 
omplex proje
tive spa
e.Prove the following:(1) Pn(C ) is a 
ompa
t 
omplex manifold.(2) Show that a quadri
 in Pn(C ) is a 
ompa
t subset of Pn(C ).Under what 
onditions the quadri
 is a 
omplex submanifoldof Pn(C )? (Re
all that a quadri
 is given by the zero set of ahomogeneous polynomial of degree 2).(3) Let s : P1(C ) � P1(C ) ! P3(C ) be the map given in terms ofhomogeneous 
oordinates bys((x0; x1); (y0; y1)) = (x0y0; x0y1; x1y0; x1y1):Prove that the map s is well de�ned and is an embedding.(4) Let Q = Im(s) be the image of s in P3(C ). Show that Q is anonsingular quadri
 in P3(C ).(5) Generalizing point (3), prove that the produ
t of two proje
tive
omplex manifolds is a proje
tive 
omplex manifold.
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2. Una parti
ella quantisti
a in un potenziale periodi
oSi 
onsideri il moto unidimensionale di una parti
ella quantisti
a dimassa m sulla retta in un potenziale periodi
o V (x), 
on V (x + a) =V (x).(1) Dimostrare 
he la HamiltonianaH = � ~22m d2dx2 + V (x)
ommuta 
on l'operatore di traslazione T (a) de�nito daT (a) (x) =  (x + a)(2) Dedurre dalla periodi
it�a del potenziale 
he le autofunzioni lim-itate della Hamiltoniana possono essere s
ritte nella forma k(x) = eikxuk(x)dove k �e un numero reale e uk(x) �e una funzione 
on la stessaperiodi
it�a di V (x), 
io�e uk(x+ a) = uk(x).(3) Dis
utere il problema agli autovalori per l'Hamiltoniana e de-terminare gli intervalli di energie permesse per il potenzialeV (x) = � +1Xn=�1 Æ(x+ na)dove � > 0 e Æ(x) �e la Æ di Dira
.
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A quantum parti
le in a periodi
 potentialConsider the one{dimensional motion of a quantum parti
le of mass min a periodi
 potential �eld V (x), with V (x + a) = V (x).(1) Show that the HamiltonianH = � ~22m d2dx2 + V (x)
ommutes with the translation operator T (a) de�ned byT (a) (x) =  (x + a)(2) Dedu
e from the periodi
ity of the potential that the boundedeigenfun
tions of the Hamiltonian 
an be written in the form k(x) = eikxuk(x)where k is a real number and uk(x) is a fun
tion with the sameperiodi
ity of V (x), i.e. uk(x+ a) = uk(x).(3) Dis
uss the eigenvalue problem for the Hamiltonian and deter-mine the allowed range of energies in the potentialV (x) = � +1Xn=�1 Æ(x+ na)where � > 0 and Æ(x) is the Dira
 Æ{fun
tion.
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3. Problemi variazionali in me

ani
a analiti
a(1) Si 
onsideri la super�
ie ottenuta fa
endo ruotare attorno all'assey la 
urva (y; z(y)), 
he passa per i punti A = (0; 1) e B =(1; 
osh(1)), Trovare l'equazione di una 
urva per la quale l'areadella super�
ie ottenuta ha un estremale.(2) Si 
onsideri il prin
ipio variazionale di Hamilton della me

a-ni
a lagrangiana. Si trovi un integrale primo delle equazioni diEulero-Lagrange per un sistema autonomo 
on n gradi di libert�a(ovvero 
aratterizzato dalla Lagrangiana L = L(qi; _qi); i =1; : : : ; n;). Dare il signi�
ato di tale integrale per un sistema
on lagrangianaL = T (qi; _qi)� V (x) = 12gij(q) _qi _qj � V (q);gij(q) = gji(q);with det[gij(q)℄ 6= 0:Dis
utere le impli
azioni della 
ondizione detgij 6= 0.(3) Dis
utere il problema variazionale per una lagrangiana (gener-alizzata) 
on una variabile dipendente x = x(t),L = L(x; _x; �x);
on 
ondizione di annullamento al bordo sia per x 
he per _x, esi dedu
a la 
orrispondente equazione di Eulero{Lagrange.(4) In analogia 
on il punto (2), si trovi un integrale primo di taleequazione di�erenziale.Suggerimento: se si de�nis
onoq1 = x; q2 = _x; p1 = �L� _x � ddt �L��x ; p2 = �L��x ;e si suppone 
he le ultime due equazioni possano essere invertitedando�x = �x(q1; q2; p1; p2); :::x = :::x(q1; q2; p1; p2);la equazione di Eulero-Lagrange del punto (3) �e equivalente alleequazioni di Hamilton_qi = �H�pi ; _pi = ��H�qi ; i = 1; 2:
on una opportuna Hamiltoniana.5



Variational Problems in Analyti
al Me
hani
s(1) Consider the surfa
e obtained by taking a 
urve (y; z(y)) pass-ing through the end points A = (0; 1) and B = (1; 
osh(1)), andrevolving it around the y{axis. Find the equation of a 
urve forwhi
h the area of this surfa
e has an extremal.(2) Consider the 
ase of the Hamilton variational prin
iple prin
iplein Lagrangian me
hani
s.Find a �rst integral of the Euler-Lagrange equations, for anautonomous system with n degrees of freedom (with LagrangianL = L(qi; _qi); i = 1; : : : ; n). Explain the meaning of su
h anintegral for a system with LagrangianL = T (qi; _qi)� V (x) = 12gij(q) _qi _qj � V (q);gij(q) = gji(q);with det[gij(q)℄ 6= 0:Dis
uss the impli
ation of the 
ondition detgij 6= 0.(3) Dis
uss the variational problem for a generalized Lagrangianwith one dependent variable x = x(t),L = L(x; _x; �x);with vanishing boundary 
onditions both for x and _x and obtainthe 
orresponding Euler{Lagrange equation.(4) In analogy with point (4) above, �nd a �rst integral of thisdi�erential equation.Hint: If one de�nesq1 = x; q2 = _x; p1 = �L� _x � ddt �L��x ; p2 = �L��x ;and supposes that the last two equations 
an be inverted to give�x = �x(q1; q2; p1; p2); :::x = :::x(q1; q2; p1; p2);the Euler-Lagrane equation obtained at point (3) are equivalentto the Hamilton equations_qi = �H�pi ; _pi = ��H�qi ; i = 1; 2:for a suitable Hamiltonian.6


