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Mathemati
al Physi
s Se
torEntran
e examination 2000{2001The 
andidate is asked to solve at least one of the following exer
ises.1A me
hani
al parti
le with mass m is 
onstrained on a sphere of unit radius.a) Assuming that the gravitational for
e in absent, des
ribe the motion inLagrangian formalism. Give an expli
it expression of two one-parametergroups of symmetry and of the 
orresponding 
onserved momenta. Turningto the Hamiltonian formalism, give an expli
it expression of two �rst integralsin involution.b) In presen
e of the gravitational for
e, �nd the equilibrium positions anddis
uss their stability.2A quantum parti
le of mass m is 
onstrained to a sphere of unit radius.a) In the absen
e of gravitational for
e, after 
hoosing a Hilbert spa
e todes
ribe the system, write expli
itly the Hamiltonian and the generators oftwo one-parameter groups of unitary operators whi
h des
ribe symmetries ofthe system. Prove that the Hamiltonian is a self-adjoint operator and dis
ussits spe
tral stru
tureb) In the presen
e of gravitational for
e, prove that the Hamiltonian is self-adjoint and that it has a 
ompletely point spe
trum. Determine, at �rstorder in the gravitational for
e, the energy of the ground state and its eigen-fun
tion. 1



3a) Give the de�nition of the �rst homotopy group (fundamental group) of atopologi
al spa
e.b) Introdu
e the notion of deformation retra
t and show that if a spa
e isa deformation retra
t of another, then the two spa
es have the same funda-mental group.
) Compute the fundamental group of a 
artesian produ
t in terms of thefundamental groups of the fa
tors.d) Compute the fundamental groups of the following spa
es:d1) R3 � Z, where Z is the z axis.d2) The torus T 2 = S1 � S1.d3) R3 � (
 [ Z) where 
 is the 
ir
le of equations x2 + y2 = 4, z = 0(hint: look at this spa
e as a 
artesian produ
t by 
onsidering a se
tion bya half-plane bounded by the z axis).4Let SO(3) be the group of 3 � 3 real orthogonal matri
es with unit deter-minant, and SU(2) the group of 2 � 2 
omplex unitary matri
es with unitdeterminant.a) Des
ribe the topologies of the groups SO(3) and SU(2).b) Explain how these groups are related.
) Give an example of a physi
al system whi
h is SO(3)-invariant and 
onne
tthis invarian
e with the 
onservation of angular momentum.d) Give an example of a �eld-theoreti
 system whi
h is SU(2)-invariant butnot SO(3)-invariant.Let now L"+ be the proper ortho
ronous Lorentz group, and SL(2;C) thegroup of 2� 2 
omplex matri
es with unit determinant.e) Explain the relation between L"+ and SL(2;C). In what does this situationdi�er from the one in questions a) and b) above?2



5a) Des
ribe the 
lassi�
ation of 
omplex proje
tive quadri
s (degree two hy-persurfa
es in P3(C)). For ea
h of them, say whether it 
an 
ontain twoskew (=noninterse
ting) lines and three pairwise skew lines.b) Let L be a line in P3(C). Prove that a quadri
 Q 
ontains L if and onlyif it 
ontains three distin
t points of L.
) Let L1; L2; L3 be three pairwise skew lines in P3(C). Prove that there isa unique quadri
 Q 
ontaining L1; L2; L3, and that Q is smooth.d) In the assumptions of 
), let L4 be another line in P3(C). Dis
uss howmany lines M satisfy the following property: M \ Li 6= ; for i = 1; : : : ; 4.Hint: the result will depend on the position of L4 with respe
t to Q.e) How do the answers to questions b) ,
), d) 
hange if we repla
e the 
omplexnumbers by the reals? By an algebrai
ally 
losed �eld K?
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Settore di Fisi
a Matemati
aEsame di ammissione 2000{2001Il/la 
andidato/a risolva almeno uno dei seguenti eser
izi.1Un punto materiale di massam �e vin
olato a trovarsi su di una sfera di raggiouno.a) Supposta assente la forza peso, des
rivere il moto in forma lagrangiana,dando in forma espli
ita i generatori di due gruppi ad un parametro di simme-trie ed i 
orrispondenti momenti 
onservati. Passando al formalismo hamil-toniano, date in forma espli
ita due integrali primi in involuzione tra loro.b) In presenza di forza peso, determinare le posizioni di equilibrio e dis
uternela stabilit�a.2Una parti
ella quantisti
a di massa m �e vin
olata a una sfera di raggio uni-tario.a) supposta assente la forza di gravit�a, s
egliere lo spazio di Hilbert in 
ui sides
rive il sistema, e s
rivere in forma espli
ita l'hamiltoniano e i generatoridi due gruppi ad un parametro di operatori unitari 
he des
rivono simmetriedel sistema.b) In presenza della forza peso, dimostrare 
he l'hamiltoniano �e autoaggiuntoe 
he il suo spettro �e 
ompletamente puntuale. Determinare, al primo ordinedella forza peso, l'energia dello stato fondamentale e la sua autofunzione.3a) Dare la de�nizione di primo gruppo di omotopia (gruppo fondamentale)di uno spazio topologi
o. 4



b) Introdurre la nozione di ritratto di deformazione e mostrare 
he se unospazio �e un ritratto di deformazione di un altro, allora i due spazi hanno lostesso gruppo fondamentale.
) Cal
olare il gruppo fondamentale di un prodotto 
artesiano in termini deigruppi fondamentali dei fattori.d) Cal
olare il gruppo fondamentale dei seguenti spazi:d1) R3 � Z, dove Z �e l'asse z.d2) Il toro T 2 = S1 � S1.d3)R3�(
[Z) dove 
 �e la 
ir
onferenza di equazioni x2+y2 = 4, z = 0 (sug-gerimento: vedere questo spazio 
ome un prodotto 
artesiano 
onsiderandouna sezione per un semipiano limitato dall'asse z).4Sia SO(3) il gruppo delle matri
i reali ortogonali 3 � 3 
on determinanteunitario, e SU(2) il gruppo delle matri
i 2� 2 
omplesse unitarie 
on deter-minante unitario.a) Des
rivere le topologie dei gruppi SO(3) e SU(2).b) Spiegare 
he relazione esiste fra i due gruppi.
) Dare un esempio di un sistema �si
o SO(3)-invariante e mettere in re-lazione questa invarianza 
on la 
onservazione del momento angolare.d) Dare un esempio di un sistema di 
ampi 
he sia SU(2)-invariante ma nonSO(3)-invariante.Sia adesso L"+ il gruppo di Lorentz proprio orto
rono, e SL(2;C) il gruppodelle matri
i 
omplesse 2� 2 
on determinante unitario.e) Spiegare la relazione fra L"+ e SL(2;C). In 
he 
osa questa situazionedi�eris
e da quella nelle domande a) e b)?
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5a) Des
rivere la 
lassi�
azione delle quadri
he proiettive 
omplesse (ipersu-per�
i di grado due in P3(C)). Per ogni tipo, dire se esse possono 
onteneredue rette sghembe (ovvero, 
he non si interse
ano) e tre rette sghembe duea due.b) Sia L una retta in P3(C). Provare 
he una quadri
a Q 
ontiene L se esolo se 
ontiene tre punti distinti di L.
) Siano L1; L2; L3 tre rette in P3(C), sghembe due a due. Provare 
he 
'�eun'uni
a quadri
a Q 
he 
ontiene L1; L2; L3, e 
he Q �e lis
ia.d) Sotto le ipotesi di 
), sia L4 un'altra retta in P3(C). Dis
utere quanterette M soddisfano la propriet�a M \ Li 6= ; per i = 1; : : : ; 4. Suggerimento:il risultato dipende dalla posizione di L4 rispetto a Q.e) Come 
ambiano le risposte a b) ,
), d) se i numeri 
omplessi vengonosostituiti 
on i reali? E 
on un 
orpo K algebri
amente 
hiuso?
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