
� Si considerino gli spazi Rn, n � 1, con la loro topologia standard.(i) Dimostrare con metodi elementari che se f : R ! R2 �e un'applicazione continua einiettiva, f(R) non pu�o essere aperto in R2.(ii) Mostrare un esempio di un'applicazione continua e iniettiva f : R! R2 tale che f(R)dotato della topologia relativa non sia omeomorfo a R.(iii) Pi�u in generale, dimostrare che se esiste un omeomor�smo f : Rm ! Rn alloram = n.� Dopo aver brevemente esposto i fondamenti della teoria di Hamilton-Jacobi, si risolva ilseguente esercizio.Lo spazio delle con�gurazioni di un sistema meccanico �e di�eomorfo a Rn. Si sa che lafunzione S(q1; : : : ; qn; �1; : : : ; �n; t) = e��t nXi=1 qi �iveri�ca l'equazione di Hamilton-Jacobi (� �e una costante reale, e le quantit�a �1; : : : ; �nsono costanti di integrazione).(i) Scrivere la funzione hamiltoniana del sistema come funzione delle variabili (q; p).(ii) Si risolva adesso l'equazione di Hamilton-Jacobi associata alla funzione hamiltonianacos�� ottenuta per separazione di variabili additiva; confrontare con la funzione S.(iii) Trovare una soluzione dell'equazione di Hamilton-Jacobi dove la variabili q1; : : : ; qnnon sono separate.(iv) Si veri�chi che le varie soluzioni dell'equazione di Hamilton-Jacobi cos�� ottenute sonocostanti lungo le soluzioni delle equazioni del moto; addurre ragioni teoriche perch�e se unasoluzione �e costante anche le altre devono necessariamente esserlo.� Una particella libera quantistica si muove liberamente sull'asse reale tra due pareti postea ��2 e a �2 con condizioni di rimbalzo alle pareti (condizioni di Neumann). Si utilizzinounit�a di misura in cui m = h=2� = 1:All'istante iniziale (t = 0) la con�gurazione �e descritta dalla funzione d'onda�0(x) =r1� �2� + �r 2� sin xAl tempo t1 = � le pareti vengono improvvisamente tolte e il punto materiale si muove daallora in poi liberamente sull'intera retta reale. Al tempo t2 = t1 + 1 viene e�ettuata unamisurazione di posizione.Dare la probabilit�a che il risultato numerico della misurazione sia compreso fra ��=2 e�=2.� Nello spazio-tempo di Minkowski M4 si consideri un riferimento R! uniformementeruotante. Si descriva la geometria spazio-temporale in R! e in particolare si determini lametrica g2! nel piano bidimensionale �! solidale con R! e ortogonale all'asse di rotazione.Si dimostri che la geometria (�!; g2!) cos�� ottenuta �e isometrica a quella di una super�ciea curvatura costante negativa. 1



� We consider the spaces Rn, n � 1 with their standard topology.(i) Prove by elementary reasoning that if f : R! R2 is a one-to-one continuous map thenf(R) cannot be open in R2.(ii) Show an example of a one-to-one continuous map f : R ! R2 such f(R) with therelative topology is not homeomorphic to R.(iii) More generally, show that if a homeomorphism f : Rm ! Rn exists, then m = n.� After brie
y expounding the general theory of the Hamilton-Jacobi equation, the candi-date should solve the following exercise.The con�guration space of a mechanical system is di�eomorphic to Rn. One knows thatthe function S(q1; : : : ; qn; �1; : : : ; �n; t) = e��t nXi=1 qi �isolves the Hamilton-Jacobi equation (� is a real costant, and the quantities �1; : : : ; �n areintegration constants).(i) Write the Hamiltonian function as a function of (q; p).(ii) Solve the Hamilton-Jacobi equation associated to this Hamiltonian function by additiveseparation of variables; compare with S.(iii) Find a solution of the Hamilton-Jacobi equation where the variables q1; : : : ; qn are notseparated.(iv) Check that the solutions of the Hamilton-Jacobi equation so obtained are constantalong the solutions of the equations of motion; give theoretical reasons why if a solution isconstant also the others must be.� A quantum free particle moves freely on the real axis between two walls situated at thepoints ��2 and �2 , with bouncing (Neumann) boundary conditions. Use units of measurewhere m = h=2� = 1:At t = 0 the con�guration is described by the wave function�0(x) =r1� �2� + �r 2� sin xAt the time t1 = � the walls are suddenly removed and then the particle moves freely onthe whole real axis. At the time t2 = t1 + 1 a position measurement is done.Compute the probability that the numerical result of the measurement is included between��=2 and �=2.� In Minkowski space-time M4 let us consider a uniformly rotating frame of referenceR!. Describe the space-time geometry in R! and characterize the metric g2! in the two-dimensional plane �!, comoving with R!, and orthogonal to the rotation axis; prove thatthe geometry (�! ; g2!) so obtained is isometric to a surface of constant negative curvature.2


